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考虑裂尖不同塑性状态的工业纯钛断裂参量与疲劳裂纹扩展速
率模型*
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摘要 考虑到裂尖不同程度的塑性变形，选择合适的断裂参量并准确预测疲劳裂纹扩展速率是一项非常重要的任

务。采用 4种不同疲劳加载条件，通过理论计算与实验分析探究了裂纹尖端断裂参量与疲劳裂纹扩展速率之间的关联，

最后通过公式与参数拟合对疲劳裂纹扩展速率预测提供合适的模型。结果表明，随着载荷比和载荷幅的提高，ΔK表征

疲劳裂纹扩展逐渐失去了其合理性和有效性。裂纹扩展前期，高载荷比裂纹扩展阻力更大。在裂纹扩展后期，高、低载

荷比裂纹扩展阻力差距在缩小。在所有讨论的断裂参量中，ΔJ′ac 是适合工业纯钛疲劳裂纹扩展的断裂参量，在此基础上

提出了相应的疲劳裂纹扩展速率预测模型。
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Abstract It's an important task that choosing appropriate fracture parameters and predicting the fatigue crack growth rate 

accurately considering the different degrees of plastic deformation at the crack tip. The relation between crack tip fracture 
parameters and a fatigue crack growth rate was investigated by theoretical calculation and experimental analysis under four 
different fatigue loading conditions. Finally，a suitable model for predicting a fatigue crack growth rate was provided by formulas 
and the parameter fitting. The results indicate that ΔK representing a fatigue crack growth rate loses its rationality and 
effectiveness gradually with increases of the load ratio and the load amplitude. At the early stage of the crack propagation，the 
crack propagation resistance of high load ratio is higher than low load ratio. At the later stage of the crack propagation，the gap 
between high and low load ratios and the crack growth resistance decreases. ΔJ′ac is the suitable fracture parameter for the fatigue 
crack propagation of the industrial pure titanium among all of the fracture parameters discussed. On this basis，the corresponding 
prediction model of the fatigue crack growth rate was proposed.
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0　引言

随着断裂力学的发展，准确预测疲劳裂纹的扩展

过程成为了一项更为重要的任务。线弹性断裂力学

（Linear Elastic Fracture Mechanics，LEFM）是计算工程

结构疲劳裂纹扩展的传统方法。裂尖局部区域存在

小范围的塑性变形，含裂纹体的力学行为主要由塑性

区外的广大弹性区域决定。一般采用裂纹尖端应力

强度因子 K 来描述裂纹尖端附近的应力应变行为。

Paris模型［1］是描述疲劳裂纹扩展行为的第一种，也是

最为经典的模型。几十年来，该模型已成功地应用于

疲劳裂纹扩展的工程问题中。Paris 模型建立了应力

强度因子幅ΔK和裂纹扩展速率之间的关系，对第 II阶
段的疲劳裂纹扩展进行了较好地描述，并将疲劳裂纹

扩展率与ΔK联系起来，满足如下幂律关系：

da/dN = C (ΔK ) m
（1）

式中，a 为裂纹长度；N 为循环次数；C 为稳定扩展系

数；m为稳定扩展指数。Paris模型是当今工程应用中

预测疲劳裂纹扩展寿命理论的基础。以 Paris 公式为

基础，目前为止研究工作者们给出了各种修正形式，

这些修正模型可以用下面的通用形式表示［2］：

da/dN = f (ΔK，R ) = g (ΔK，Kmax ) （2）
此类预测疲劳裂纹扩展的速率模型是以线弹性

断裂力学为基础的，描述其裂纹扩展的断裂参量都是

与K相关的。然而，如果不考虑裂尖的循环塑性变形，

无法解释观察到的各种疲劳裂纹扩展现象［3］。众所周

知，在循环载荷作用下裂尖附近会产生塑性应变积

累［4］。即使总体的应力场为弹性，材料力学行为也表

现为局部塑性［5］。对大多数韧性较好，能承受较大塑

性变形的金属材料而言，小范围屈服条件难以满足，

线弹性断裂力学不再适用。RICE J R等［6-7］提出了 J积
分 的 概 念 ，HUTCHINSON J W 等［8-9］建 立 了 HRR
（Hutchinson，Rice，Rosengren）奇异场，为弹塑性断裂

力学奠定了重要的理论框架。随着塑性变形量的增

加，控制疲劳裂纹扩展的参量宜用弹塑性断裂参量 J
积分来描述［10］。然而随着裂尖塑性变形程度进一步

提高，HRR场也不一定适用于裂尖。考虑到裂尖不同

程度的塑性变形，选择合适的断裂参量并准确预测疲

劳裂纹扩展速率是一项非常重要的任务。LI J等［11］1-13

发现工业纯钛裂尖不同的塑性变形程度对疲劳裂纹

扩展行为有着非常显著的影响。本文将考虑裂尖不

同的塑性变形状态，进一步对疲劳断裂参量进行研究

与讨论，最后对疲劳裂纹扩展速率预测提供合适的预

测模型。

1　不同程度塑性变形下裂尖断裂参量

通常认为裂纹的疲劳扩展行为与裂尖塑性区的

尺寸紧密相关［12-13］。当塑性区尺寸与晶粒大小相当，

甚至比单个晶粒小时，裂尖的塑性变形受到应力强度

因子 K和微观组织的双重影响，这个时候尾迹塑性区

由粗糙度引起的裂纹闭合会减小裂纹扩展的有效驱动

力。此时属于疲劳裂纹扩展的近门槛阶段。随着加载

水平提高，塑性区尺寸大大超出单个晶粒尺寸大小，此

时如果限定在K控制的区域内，裂纹扩展与裂尖断裂参

量K和ΔK有关，属于线弹性断裂行为。随着加载水平

的提高，裂尖附近的材料行为不再符合线弹性断裂行

为。当裂尖塑性区超出 K 场范围，K 场也就失去了意

义。裂纹扩展行为更大程度上受到材料的宏观力学

性能的影响［14］。此时，裂纹尖端应力和应变状态符合

HRR场。裂纹尖端材料的力学性能由 J积分控制，裂

纹尖端塑性区局限于 J控制区域。宏观力学性能包括

材料强度、断裂韧性等。它们的性能差异将影响裂纹

尖端的塑性变形，最终影响疲劳裂纹的扩展行为。当

塑性区延伸到整个试样的大范围区域时，脱离了裂纹

尖端的局部力学行为，弹塑性参数 J 积分也无法描述

断裂行为。图1表示裂尖不同变形状态的示意图。

2　线弹性断裂参量K与疲劳裂纹扩展

本文选取的材料为工业纯钛 TA2，采用 4 种不同

疲劳加载条件，分别记为 A、B、C、D。其中，A 表示低

（a） 近门槛区域

（a） Near the threshold region

（c） J场控制区域

（c） J field controlling region

（b） K场控制区域

（b） K field controlling region

（d） 超出 J场控制区域

（d） Beyond J field controlling
region

图1　裂尖不同程度变形下的CT试样示意图

Fig. 1　Diagram of the computed tomography（CT） specimen at different 
crack tip deformation levels
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载荷比和低载荷幅加载，R=0. 1，ΔF=2 882 N；B表示低

载荷比和高载荷幅加载，R=0. 1，ΔF=4 803 N；C表示高

载荷比和低载荷幅加载，R=0. 8，ΔF=1 441 N；D表示高

载荷比和高载荷幅加载，R=0. 8，ΔF=2 400 N。根据之

前的研究发现，4种不同疲劳加载下，裂纹尖端的初始

变形将经历从线性弹性断裂到试样的整个剩余韧带

区的广泛塑性变形。这些不同的初始变形状态将对

随后的疲劳裂纹扩展行为产生显著的影响［11］1-13。
图 2 绘制了 4 种载荷下疲劳裂纹扩展速率［11］1-13。

由图 2可见，在同样的载荷比、ΔK下，载荷幅的提高会

降低疲劳裂纹扩展速率。尤其是高载荷比、高 ΔK 下

差距更加明显。同样的 ΔK 下，高载荷比加载下的裂

纹扩展速率比低载荷比条件下的高出很多。这些差

异可以说明随着载荷比和载荷幅的提高，裂尖塑性变

形对疲劳裂纹扩展作用不可忽略，ΔK表征疲劳裂纹扩

展就逐渐失去了其合理性和有效性。对于恒定载荷

幅的试验，一些材料会表现出与载荷比相关的特点，

也就是说，当载荷幅与裂纹长度都恒定时，高载荷比

会提高裂纹扩展速率［15-17］。

如果试样的加载条件满足裂尖线弹性力学行为

基本条件［18］，需要满足式（3）的前提条件：

W - a ≥ 4
π ( Kmax

Re
) 2 （3）

式中，Re为材料屈服强度。图 3表示不同疲劳载荷下，

（W-a）以及（4/π）（Kmax/Re）2 随裂纹扩展的演变过程。

其中，α表示归一化的裂纹长度，可以表示为

α = (a - a0 )/ (a f - a0 ) （4）
式中，a为任意时刻的裂纹长度；a0为预制裂纹结束后

的初始裂纹长度；af为临界裂纹长度。根据图 3 中的

结果可以总结发现，某些情况下疲劳裂纹扩展不符合

线弹性断裂行为。特别是在高载荷比和高载荷幅下，

裂纹的扩展行为完全不满足线弹性断裂条件。即使

在低载荷比和低载荷幅下，裂纹扩展到一定程度，裂

纹扩展行为也不符合线弹性断裂条件。可以预见，本

文的试验载荷下，疲劳裂纹扩展行为并不能够运用经

典的线弹性断裂理论进行描述。之前的研究中结合

有限元与断口形貌的分析结果也同样得出了类似的

判断［11］1-13。

3　J积分与疲劳裂纹扩展

采用标准的CT试样，通过载荷位移曲线可以计算

出 J积分，表达形式如下：

J = Je + Jp （5）
式中，Je、Jp分别为 J的弹性部分与塑性部分。Je可以由

K计算得到。

CT试样在加载过程中，裂尖主要受到弯曲载荷的

作用，但是并不是纯弯曲，还受到拉伸作用。根据文

献［19］中的理论推导：

Jp = 2
W - a

(1 + η )
(1 + η2 ) ∫0

sp ( F
B )dsp +

2
W - a

η (1 - 2η - η2 )
(1 + η2 )2 ∫0

F
B

sp d ( F
B ) （6）

η = [ ( 2a
W - a

) + 2 ( 2a
W - a

) + 2 ]1/2 -
[ ( 2a

W - a
) + 1 ] （7）

从材料试验标准中能够发现 J的表达式：

Jp = ηpUp
B (W - a ) （8）

ηp = 2 + 0.522(1 - a/W ) （9）
当η=0时，试样受到纯弯曲的作用，式（6）退化为

Jp = 2
W - a ∫0

sp ( F
B )dsp （10）

CT试样退化为三点弯的试样形式，此时，ηp=2。
采用非线性断裂力学参量 J积分范围 ΔJ，可以表

示弹塑性材料的疲劳裂纹扩展特性，该参量是在循环

加载-卸载过程中得到的 J积分。DOWLING N E 等［20］

图2　不同加载条件下工业纯钛疲劳裂纹扩展速率da/dN与ΔK

Fig. 2　Crack growth rate da/dN and ΔK for commercial pure titanium
under different loading conditions

图3　不同疲劳载荷下，W-a以及（4/π）（Kmax/Re）2随裂纹扩展的

演变过程

Fig. 3　Evolution of W-a and （4/π）（Kmax/Re）2 with crack growth under 
different loading conditions
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进行了试验研究，提出了一种利用在循环卸载过程中

所获得的加载点位移的迟滞回线的简单估算方法。

采用标准 CT 试样的简单评价方法计算 ΔJ积分，表达

式为

ΔJ = ΔJe + ΔJp （11）
式中，ΔJe、ΔJp分别为ΔJ的弹性部分与塑性部分。ΔJe
可以由ΔK计算得到。ΔJp的值可以根据式（13）由图 4
中阴影部分面积Ap所确定的塑性功获得［21］。

ΔJe = (1 - s2 )
E ΔK 2 （12）

ΔJp = 2 + 0.522(W - a )
W - a

Ap
BW （13）

图 5 表示疲劳裂纹扩展速率与 ΔJ 的关联曲线。

由图 5 可以看出，在所有加载条件下 ΔJ 与 ΔK 表征的

裂纹扩展数据呈现出相似的规律。

由于疲劳裂纹扩展过程中裂纹扩展阻力会不断

增大，累积的 J 积分也会随之增加。使用 ΔJac定义循

环 J 积分的积累，ΔJac 反映了疲劳裂纹扩展的阻力。

ΔJac的值可以通过标准中计算的 JR阻力曲线的方法来

获得［22］：

ΔJac ( i ) = ΔK 2 ( i )
E (1 - s2 ) + ΔJpac（i） （14）

ΔJpac ( i ) = [ ΔJpac ( i - 1) +
ηp ( i - 1)

W - a ( i - 1)
Ap ( i ) - Ap ( i - 1)

BN
] [1 - γ ( i -

1) ( a ( i ) - a ( i - 1)
W - a ( i - 1) ) ] （15）

ηp ( i - 1) = 2.0 + 0.522 W - a ( i - 1)
W （16）

γ ( i - 1) = 1.0 + 0.76 W - a ( i - 1)
W （17）

在式（15）中，Ap（i）~Ap（i-1）表示在给定的力-位移

曲线下，第 i-1 个循环与第 i 个循环的塑性面积的增

量，如图6所示。

Ap ( i ) - Ap ( i - 1) = ΔF [ s ( i ) - s ( i - 1) ] （18）
图 7 显示了疲劳裂纹扩展速率与参量 ΔJac 的关

联。在同样ΔJac下，裂纹扩展的大部分阶段，高载荷比

下疲劳裂纹扩展速率比低载荷比要低得多。由此可

以推测，在相同的 ΔJac下，高载荷比裂纹扩展阻力更

大，这也反映了高、低载荷比在裂纹扩展初期扩展机

制的不同。在高载荷比下需要更高的 ΔJac，才能确保

与低载荷比下的疲劳裂纹扩展速率相当。裂纹扩展

阻力在提高的过程中，疲劳裂纹扩展速率也在不断提

高，特别是在高载荷比低载荷幅下。在疲劳裂纹扩展

后期的高ΔJac阶段，裂纹扩展到快速扩展阶段，两者差

距在缩小，甚至最终会发生反转，这说明高、低载荷比

图6　参数ΔJac的定义

Fig. 6　Definition of the parameter ΔJac

图4　Ap以及对应的塑性功

Fig. 4　Ap and the corresponding plastic work

图5　不同加载条件下工业纯钛疲劳裂纹扩展速率da/dN与ΔJ

Fig. 5　Fatigue crack growth rate da/dN and ΔJ for commerical pure 
titanium under different loading conditions

图7　不同加载条件下工业纯钛疲劳裂纹扩展速率da/dN与ΔJac
Fig. 7　Fatigue crack growth rate da/dN and ΔJac for commerical pure 

titanium under different loading conditions
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在裂纹扩展后期扩展机制是相同的。这是因为在疲

劳裂纹扩展的后期，裂纹尖端的塑性区很大，不同加

载条件下的裂纹扩展会产生很高的阻力，所以差异是

无法区分的。

当裂纹尖端周围发生大范围的塑性变形时，每次

加载-卸载过程完成时，会发生不可忽视的塑性变形能

量积累，从而产生不可忽视的塑性 J 积分积累。定义

ΔJ′ac为
ΔJ′ac = ΔJac ( i ) - ΔJac ( i - 1) （19）

式中，ΔJ′ac 为ΔJac的变化率；ΔJac（i）为ΔJac在第 i个循环

的累积值；ΔJac（i-1）为 ΔJac 在第（i-1）个循环的累

积值。

图 8 显示了疲劳裂纹扩展速率与参量 ΔJ′ac 的关

联。在大多数的疲劳裂纹扩展阶段，高载荷比下的疲

劳裂纹扩展速率比低载荷比下的要低得多。这说明

了在相同的 ΔJ′ac 下，高载荷比具有更大的裂纹扩展阻

力。在高载荷比下，需要较高的ΔJ′ac，以确保疲劳裂纹

扩展速率与低载荷比相当。然而，在疲劳裂纹扩展的

最后阶段，疲劳裂纹扩展速率在不同的加载条件下相

当。在同样的载荷比下，疲劳裂纹扩展速率可与 ΔJ′ac
很好的相关联，相比较于 ΔJac，ΔJ′ac 具备更好的关

联性。

4　疲劳裂纹扩展速率模型

根据图 8 所反映出来的疲劳裂纹扩展速率特点，

发现在疲劳裂纹扩展前期图线趋势符合 Paris 幂律特

点，在扩展后期也符合 Paris 幂律特点。据此提出式

（20）所示的表达形式：

da/dN = (da/dN ) 1 + (da/dN ) 2 - c (da/dN ) b1 (da/dN ) 1 - b
2

（20）
其中，式（20）右边第1项可以表示为

(da/dN ) 1 = C1 (ΔJ′ac )m1 （21）
在疲劳裂纹扩展前期可以用式（21）表示疲劳裂

纹扩展速率。式（20）右边第2项可以表示为

(da/dN ) 2 = C2 (ΔJ′ac )m2 （22）
在疲劳裂纹扩展后期可以用式（22）表示疲劳裂

纹扩展速率。考虑到式（21）、式（22）在裂纹扩展中间

比较长的裂纹扩展阶段存在一些相互干涉影响，于是

再加上式（20）右边第 3项。具体的拟合参数如表 1所

示。其中，载荷比 R=0. 1时，C1=0. 008 9，m1=0. 440 7，
c=0. 811 7，b=0. 414；载荷比 R=0. 8 时，C1=0. 000 3，
m1=0. 253 1，c=0. 317，b=0. 785。在任何载荷比下，C2=
0. 040 2，m2=1. 068 2。拟合曲线如图 9 所示。由图 9
可以看出，拟合的结果与实验数据能够很好地吻合。

从拟合的几个参数可以看出，在裂纹扩展前期，

由于高、低载荷比裂纹扩展阻力相差很大，C1和 m1数
值相差也很大，这很好地反映了疲劳裂纹扩展机制不

同所造成的模型参数的区别。在裂纹扩展后期，裂尖

都是大范围塑性变形，高、低载荷比裂纹扩展阻力相

差较小，C2和 m2数值相同，这也反映了裂纹扩展机制

相同所体现出来的模型参数的一致性。

5　结论

本文考虑裂尖不同的塑性变形状态，研究裂尖不

同程度的塑性变形条件下的断裂参量表征，最后对疲

劳裂纹扩展速率预测提供合适的预测模型。主要研

究结论如下：

图9　不同加载条件下工业纯钛疲劳裂纹扩展速率da/dN与ΔJ′ac
拟合曲线

Fig. 9　Fitting curves of fatigue crack growth rate da/dN and ΔJ′ac for 
commerical pure titanium under different loading conditions图8　不同加载条件下工业纯钛疲劳裂纹扩展速率da/dN与ΔJ′ac

Fig. 8　Fatigue crack growth rate da/dN and ΔJ′ac for commerical pure 
titanium under different loading conditions

表1　不同加载条件下拟合参数总结

Tab. 1　Summary of fitting parameters under different loading 

conditions

加载条件
Loading 
condition

A，B
C，D

载荷比
Load 
ratio
0.1
0.8

C1

0.008 9
0.000 3

m1

0.440 7
0.253 1

C2

0.040 2
0.040 2

m2

1.068 2
1.068 2

c

0.811 7
0.317 0

b

0.414
0.785
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1） 随着载荷比和载荷幅的提高，ΔK 表征疲劳裂

纹扩展就逐渐失去了其合理性和有效性。

2） 在同样的 ΔJac或 ΔJ′ac 下，裂纹扩展的大部分阶

段，高载荷比下疲劳裂纹扩展速率比低载荷比要低得

多，高载荷比裂纹扩展阻力更大。裂纹扩展阻力在提

高的过程中，疲劳裂纹扩展速率也在不断提高。在疲

劳裂纹扩展后期，高、低载荷比差距在缩小，甚至最终

会发生反转。

3） 在所有讨论的断裂参量中，ΔJ′ac 是适合工业纯

钛疲劳裂纹扩展的断裂参量，本文提出的疲劳裂纹扩

展速率模型可用于工业纯钛含裂纹结构的疲劳裂纹

扩展速率预测。
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