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摘要 老龄飞机机身蒙皮含多孔边裂纹结构，蒙皮孔会在载荷作用下由圆孔变为椭圆孔，多椭圆孔边裂纹应力强度

因子的计算是断裂力学分析中的重要问题。采用基于复变函数理论和近似迭加法的解析计算方法，求解多椭圆孔边裂

纹在远场应力作用下的应力强度因子，并分析了双椭圆孔边对称裂纹、双椭圆孔边内侧单裂纹、外侧单裂纹及同侧单裂

纹几种模式下应力强度因子的变化规律。计算结果表明，多椭圆孔边裂纹的应力强度因子受裂纹长度、椭圆孔口半轴比

及孔间距的影响，随着邻近裂尖的逐渐接近，裂纹之间的干涉现象趋于显著。

关键词 多位置损伤 多椭圆孔边裂纹 应力强度因子 复变函数法 解析解

中图分类号 TB12 V215. 6

Abstract The aging aircraft fuselage skin contains multiple hole edge cracks，and the skin holes will change from circular 
holes to elliptical holes under loads. The calculation of stress intensity factors for multiple elliptical hole edge cracks is an 
important problem in a fracture mechanics analysis. An analytical calculation method based on a complex function theory and an 
approximate superposition method was used to solve the stress intensity factor of multiple elliptical hole edge cracks under the far-

field stress，and the change rules of stress intensity factors under several modes of symmetric cracks at the edge of double 
elliptical holes，inner cracks at the edge of double elliptical holes，outer cracks at the edge of double elliptical holes and cracks 
on the same side of double elliptical holes were analyzed. The numerical examples show that the stress intensity factor of the 
crack at the edge of multiple elliptical holes is affected by the crack length，the half-axis ratio of elliptical holes and the spacing 
of holes. As the crack tip approaches gradually，the interference phenomenon between cracks tends to be significant.

Key words Multiple site damage； Multiple elliptical hole edge crack； Stress intensity factor； Complex variable 
function method； Analytical solution
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0　引言

服役多年的飞机经长期疲劳载荷作用，会在飞机

蒙皮紧固件孔边出现多处疲劳裂纹，这是典型的多位

置损伤（Multiple Site Damage，MSD）结构。1988 年至

今，以美国Aloha航空事故为代表的一系列事件使业界

开始认识并研究这一疲劳失效形式，老龄飞机的结构

安全问题得到广泛关注［1-3］。载荷引起的塑性变形会使

紧固孔从圆孔变为椭圆孔，因此，多椭圆孔边裂纹的应

力强度因子（Stress Intensity Factor，SIF）计算是断裂力

学分析中的重要问题，可作为疲劳裂纹扩展寿命预测

和飞机蒙皮结构完整性评估的一项技术参数［4-10］。
多年来，众多学者针对多孔边裂纹应力强度因子

的高效、准确求解展开了深入研究。PARK J H等［11］采
用有限元方法研究了飞机搭接接头紧固孔产生的复

合型裂纹的疲劳扩展情况。KHUBILAL K等［12］基于扩

展有限元法（Extended Finite Element Methods，XFEM）

方法分析了双轴加载下含孔边裂纹板的断裂行为。

陈跃良等［13］使用Franc2D/L软件对含MSD结构的飞机

增压机舱蒙皮的搭接接头进行了有限元分析。ZHU 
M L等［14］对含有缺陷的材料的裂纹萌生进行了数值分

析，研究了缺陷类型、尺寸、形状、位置和残余应力的

影响，阐明裂纹萌生从表面缺陷转变为内部缺陷的潜

在机制。李政鸿等［15］采用Eshellby夹杂理论与权函数

方法相结合得到了典型多孔多裂纹问题应力强度因

子的近似解析解。XU W等［16］使用近似权函数方法研

究了共线孔边任意分布的小裂纹的应力强度因子问

题。张永元等［17］77-86建立了复变应力函数的近似迭加

法，可用于计算多圆孔边裂纹应力强度因子的近似

解。ZHAO J F 等［18］提出了一种复变应力函数的修正

方法，提升了多圆孔边裂纹应力强度因子的求解精

度。在上述提及的若干种方法中，有限元法具有广泛

的适用性，但存在计算数据量大、计算效率低等问题。

权函数法和复变函数法在解决多孔边裂纹问题中显

示出一定的优势，然而，由于MSD结构的复杂性，这两

种方法对于不同形状孔口的多孔边裂纹问题的解决

方案尚十分有限。

本文提出了多个椭圆孔边任意长度裂纹在远场

应力作用下的应力强度因子的解析求解方法，研究方

法高效，研究结果准确，可用于多椭圆孔结构的疲劳

裂纹扩展分析和MSD结构的可靠性分析。

1　基本原理

1. 1　Muskhelishvili复变函数法

Muskhelishvili利用复变函数理论系统建立了孔口

问题应力函数的求解过程［19］。对于一般的弹性力学

平面问题，在不计体力的情况下，其应力和位移分量

可以通过物理平面 z上的复变函数来确定。为了讨论

边界条件，引入辅助平面 ζ，两者之间存在转换关系 z=
ω（ζ）。将ϕ（z）和ψ（z）看作 ζ的解析函数，则有
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经保角变换后，平面 ζ上的应力函数为
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ϕ ( ζ ) = 1 + μ
8π ( X + iY ) ln ζ + Bω ( ζ ) + ϕ0 ( ζ )

ψ ( ζ ) = - 3 - μ
8π ( X - iY ) ln ζ + ( B' + iC')ω ( ζ ) + ψ0 ( ζ )

（2）
ϕ0（ζ）、ψ0（ζ）的边界条件为
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ϕ0 (σ ) + ω (σ )
- -- ----- --ω' (σ )

- -- -- ----- --ϕ0 ' (σ ) + - -- ----- --ψ0 (σ ) = f0

- -- ----- --ϕ0 (σ ) +
- -- ----- --ω (σ )
ω' (σ ) ϕ0 ' (σ ) + ψ0 (σ ) = -f0

（3）

f0 = i ∫ ( -X + i-Y )ds - X + iY
2π ln σ - 1 + μ

8π ( X - iY ) ⋅
   ω (σ )

- -- ----- --ω' (σ ) σ - 2Bω (σ ) - ( B' - iC') - -- ----- --ω (σ ) （4）
式中，X、Y分别为有限边界上沿 x、y方向的面力之和；

B、B'、C'则由无限远处的应力条件决定。在确定了边

界上的应力状态后，X、Y和B、B'、C'也随之确定，因此，

f0是 σ 的函数。函数 ϕ0（ζ）和 ψ0（ζ）可由平面 ζ 上的边

界条件确定，由式（2）可确定 ϕ（ζ）和 ψ（ζ），由式（1）可

得到各应力和位移分量。

因此，二维复合型裂纹的应力强度因子为［20］73-111

K = KΙ - iKΙΙ = 2 2π lim
ζ → ζ0

ω ( ζ ) - ω ( ζ0 ) ϕ' ( ζ )
ω' ( ζ ) =

   2 π lim
ζ → ζ0

ϕ' ( ζ )
ω'' ( ζ ) （5）

经分离可得到相应的KⅠ和KⅡ。
1. 2　单椭圆孔边裂纹的复变应力函数

假设无限板中有一个含不对称裂纹的椭圆孔，长

半轴长为 a，短半轴长为 b，两侧裂纹长度分别为 c-a和

d-a，如图 1 所示。以椭圆孔中心为原点，以裂纹所在

直线为横坐标轴建立直角坐标系，作保角映射［21］：

z = ω ( ζ ) = a + b
8

g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A
ζ +

     2 (a - b) ζ
g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A

（6）
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其中，

g = (a + b) 2 + (c + c2 - a2 + b2 ) 2

2 (a + b) (c + c2 - a2 + b2 )
h = (a + b) 2 + (d + d2 - a2 + b2 ) 2

2 (a + b) (d + d2 - a2 + b2 )
A = [ ( g2 - 1) (1 + ζ ) 4 + 2 ( gh + 1) (1 - ζ2 )2 + (h2 -

1) (1 - ζ ) 4 ]1
2

将物理平面上含单椭圆孔边不对称裂纹的无限

板保角映射到数学平面上单位圆的外部，映射关系为

ω-1（c）→1，ω-1（-d）→-1，ω-1（bi）→B，ω-1（-bi）→B1。显

然，ω（ζ）只有一个一级极点 ζ=0，ω（ζ）的留数为

Res [ ω ( ζ ),0 ] = (a + b) ( g + h )
4 （7）

对式（6）求导可得

ω'( ζ ) = a + b
8

ζ2 - 1
ζ2 ( g + h + B

A ) -
2 (a - b) ( ζ2 - 1) [ ( g + h ) A + B ]
[ g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A ]2 A

（8）
其中，

B = ( g2 - 1) (1 + ζ ) 2 + 2 ( gh + 1) (1 + ζ2 ) + (h2 -
1) (1 - ζ ) 2，令

ω1 ( ζ ) = - -- -- ----- --
ω ( 1 -ζ ) = a + b

8
g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A

ζ +
        2 (a - b) ζ

g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A
（9）

当 | σ | = 1 时，ω1 (σ ) = - -- ----- --ω (σ )，则 ζ=0 也是 ω1（ζ）的

一级极点。

假设无限板沿 y轴方向受远场均匀应力 q作用，孔

口不受力，根据式（2）、式（4）可得

ϕ ( ζ ) = q
4 ω ( ζ ) + ϕ0 ( ζ ) （10）

ψ ( ζ ) = q
2 ω ( ζ ) + ψ0 ( ζ ) （11）

f0 = - q
2 ω (σ ) - q

2
- -- ----- --ω (σ ) （12）

将式（12）代入式（3）可得

  ϕ0 ( ζ ) + 1
2πi ∫σ

ω (σ )
- -- ----- --ω' (σ )

- -- -- ----- --ϕ0 ' (σ )
σ - ζ

dσ = 

1
2πi ∫σ

- q
2 ω (σ ) - q

2
- -- ----- --ω (σ )

σ - ζ
dσ （13）

令

H ( ζ ) = ω ( ζ )
- -- -- ----- -- --
ω' (1/ -ζ )

- -- -- ----- -- --
ϕ'0 (1/ -ζ ) ={ a + b

8 [ g (1 + ζ ) 2 +
             h (1 - ζ ) 2 + A ] /ζ + 2(a - b) ζ/ [ g (1 + ζ ) 2 +
             h (1 - ζ ) 2+A ] }

｝   ｝｝｝  

/{ (a + b) (1 - ζ2 )
8 [ g + h + B

A ] -
               (a - b) 1 - ζ2

ζ2
( g + h ) A + B

[ g (1 + ζ ) 2 + h (1 - ζ ) 2 + A ]2 A
}·

               - -- -- ----- -- --
ϕ'0 (1/ -ζ ) （14）

其中，
- -- -- ----- -- --
ϕ'0 (1/ -ζ ) = ā1 + 2ā2 /ζ + 3ā3 /ζ2 + …

由于 H（ζ）在单位圆外解析且为圆周上的连续函

数，根据无穷远处的柯西积分公式有

1
2πi ∫σ

ω ( ζ )
- -- ----- --ω' ( ζ )

- -- ----- --ϕ'0 (σ )
σ - ζ

dσ = H (∞) = 0 （15）
式（13）可简化为

ϕ0 ( ζ ) = 1
2πi ∫σ

- q
2 ω (σ ) - q

2
- -- ----- --ω (σ )

σ - ζ
dσ （16）

因为 ζ=0是ω（ζ）和ω1（ζ）的一级极点，所以根据留

数定理有

1
2πi ∫σ

ω (σ )
σ - ζ

dσ = ω ( ζ ) - 1
ζ Res [ ω ( ζ ),0 ] （17）

1
2πi ∫σ

- -- ----- --ω (σ )
σ - ζ

dσ = 1
2πi ∫σ

ω1 (σ )
σ - ζ

dσ =
           ω ( ζ ) - 1

ζ Res [ ω ( ζ ),0 ] （18）
将式（17）、式（18）和式（7）代入式（16）可得

ϕ0 ( ζ ) = -qω ( ζ ) + q (a + b) ( g + h )
4ζ

（19）
将式（19）代入式（10）可得

ϕ ( ζ ) = - 3q
4 ω ( ζ ) + q (a + b) ( g + h )

4ζ
（20）

至此完成对单椭圆孔边裂纹复变应力函数的求解。

裂尖（c，0）处的应力强度因子可根据参考文

献［20］73-111 求解，为

K (c,0) = K (c,0)Ι - iK (c,0)ΙΙ = 2 π lim
ζ → 1

ϕ' ( ζ )
ω'' ( ζ ) =

      2 π ϕ' (1)
ω'' (1) （21）

图1　含椭圆孔边不对称裂纹的无限板到单位圆外部的映射

Fig. 1　Mapping of the infinite plate containing elliptical hole with 
asymmetrical cracks into the exterior of the unit circle
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对式（20）求导可得

ϕ' ( ζ ) = - 3q
4 ω' ( ζ ) - q (a + b) ( g + h )

4ζ2 （22）
即

ϕ' (1) = - q (a + b) ( g + h )
4 （23）

对式（8）求导可得

ω'' (1) = ( g + h ) [ a ( g2 - 1) + bg g2 - 1 ]
2 ( g2 - 1) （24）

将式（23）、式（24）代入式（21），则

K (c,0) = K (c,0)Ι - iK (c,0)ΙΙ = q (a + b) π( g + h ) ( g2 - 1)
2 [ a ( g2 - 1) + bg g2 - 1 ]

（25）
因此，裂尖（c，0）处的应力强度因子为

K (c,0)Ι = q (a + b) π( g + h ) ( g2 - 1)
2 [ a ( g2 - 1) + bg g2 - 1 ]

, K (c,0)ΙΙ = 0 （26）

1. 3　多椭圆孔边裂纹的复变应力函数

对于多椭圆孔边裂纹问题，如图 2 所示，可采用

近似迭加法［17］77-86求解裂尖A处的应力强度因子，为

K A = K AΙ - iK AΙΙ = 2 π
ϕ'0 ( ζ 0 ) + ∑

j = 1

M

ϕ'j ( ζ j )
ω'' ( ζ0 ) =

2 π
ϕ'0 (1) + ∑

j = 1

M

ϕ'j ( ζ j )
ω" (1) , j = 1~M （27）

式中，待求孔口标记为孔 0；ϕ0为其孔边裂纹的应力函

数；ζ0为裂纹尖端的局部坐标；裂尖A的局部坐标为 1。
ϕj为其他孔口的应力函数；ζj为裂尖 A在孔 j局部坐标

中的对应值，可通过转换关系 zj=ω（ζj）的反函数确定。

值得注意的是，虽然各孔口的应力函数均满足相

应的边界条件，但这些应力函数的累加并不满足多孔

口结构的边界条件，其原因是重复引入了无限远处边

界的影响项。因此，在计算∑
j = 1

M

ϕj ' ( ζ j )中各项时，可将

无限板视为仅含第 j 个孔口的情况，但求解时需要去

除无限远边界条件的影响项。

2　验证与讨论

为验证计算方法的准确性，选取含共线双椭圆孔

边对称裂纹的无限板作为研究对象，如图 3 所示，椭

圆半轴比 a/b=1，孔间距 2l=20a。表 1、表 2分别列出了

裂纹 T1和 T2的无量纲应力强度因子的解析解和有限

元解（Franc 3D）的对比计算结果。

对比表明，两种方法的计算结果吻合较好，尤其

当裂纹扩展到一定长度时，两者基本一致。本文方法

中构造的保角映射函数是一个超越函数，利用其留数

对函数进行处理会引入些许误差，误差主要体现裂纹

扩展初期，本例中约为 7%。不过该阶段并非 MSD 结

构的敏感阶段，人们更关注的是多孔边裂纹在贯穿的

瞬间及此前的时刻，因此本解析方法在求解多椭圆孔

边裂纹应力强度因子问题上具有一定的适用性。

图2　含多椭圆孔边裂纹的无限板

Fig. 2　Infinite plate containing multiple elliptical hole edge cracks

图3　含共线双椭圆孔边对称裂纹的无限板

Fig. 3　Infinite plate containing symmetric cracks at the edge of collinear
double elliptical holes

表1　双椭圆孔边裂纹T1的无量纲SIF的对比计算结果

Tab. 1　Comparative results of dimensionless SIF of double elliptical

hole edge crack T1

c/a

2
2.8
3.6
4.4
5.2
6

6.8
7.6
8.4
9.2

KΙ (q πc )
Franc 3D
0.969 5
0.995 6
1.004 9
1.012 7
1.022 4
1.035 9
1.055 6
1.085 8
1.135 7
1.232 7

所提方法
Proposed method

1.043 8
1.025 6
1.019 3
1.019 6
1.025 2
1.036 2
1.054 4
1.083 5
1.132 5
1.228 3

误差
Error/%
-7.12
-2.92
-1.41
-0.68
-0.27
-0.04

0.11
0.21
0.28
0.36
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3　算例与分析

算例 1：固定孔间距下，含共线双椭圆孔边对称裂

纹的无限板结构。当孔间距 2l=20a时，讨论不同半轴

比下裂纹 T1和 T2的无量纲应力强度因子随裂纹长度

的变化规律，如图4所示。

计算结果表明，椭圆孔口半轴比越大，裂纹的应

力强度因子越小。不同半轴比下应力强度因子的差

异主要体现在裂纹扩展初期，由于裂纹在此阶段主

要受到起裂孔的影响，不同的孔口形状导致了应力

强度因子的差异。随着裂纹的扩展，应力强度因子

逐渐增加，不同半轴比下应力强度因子的差异逐渐

减小，因为在此阶段起裂孔对裂纹的影响逐渐减弱

直至可被忽略，相同的裂纹长度使得裂纹的 SIF 值

非常接近。

算例 2：固定半轴比下，含共线双椭圆孔边对称裂

纹的无限板结构。当半轴比 b/a=0. 5 时，讨论不同孔

间距下裂纹 T1和 T2的无量纲应力强度因子随裂纹长

度的变化规律，如图5所示。

计算结果表明，相同的起裂孔形状致使裂纹初始

阶段的 SIF值近乎相同，随着裂纹不断扩展，其应力强

度因子逐渐显现出差异，这是基于与算例 1相同的原

因。对于某固定孔间距的多孔边裂纹结构来说，随着

裂纹长度的增加，裂纹的 SIF值也随之增加，当两个椭

圆孔边裂纹接近到一定程度时，裂纹的 SIF 值呈现出

陡增态势，邻近裂纹的干涉影响加剧，此时极易造成

裂纹贯穿从而导致结构失效。对于不同孔间距的多

孔边裂纹结构来说，裂纹的 SIF 值随着孔间距的减小

而增加，说明了邻近裂纹的影响随孔间距的减小而

增加。

算例 3：固定半轴比下，含共线双椭圆孔边单侧裂

纹的无限板结构。当半轴比 b/a=0. 5 时，分别讨论了

椭圆孔边内侧单裂纹，外侧单裂纹和同侧单裂纹的情

况，如图6~图8所示。

由图6~图8可以得到固定半轴比下双椭圆孔边单

侧裂纹的应力强度因子与裂纹长度及孔间距之间的

关系，此处不再赘述。对于上述 3种结构来说，含多椭

圆孔边内侧单裂纹的无限板更容易因裂纹贯穿而发

生失效，而含多椭圆孔边外侧单裂纹的无限板则相对

安全。

4　结论

本文基于复变函数理论，采用近似迭加法，解析

计算出多椭圆孔边裂纹在远场应力作用下的应力强

度因子。并对双椭圆孔边对称裂纹、双椭圆孔边内侧

单裂纹、外侧单裂纹及同侧单裂纹几种模式下的应力

强度因子开展分析讨论，得出如下主要结论：

1） 研究了一种基于复变函数理论和近似迭加法

的解析计算方法，用于计算多椭圆孔边裂纹的应力强

表2　双椭圆孔边裂纹T2的无量纲SIF的对比计算结果

Tab. 2　Comparative results of dimensionless SIF of double elliptical

hole edge crack T2

c/a

2
2.8
3.6
4.4
5.2
6

6.8
7.6
8.4
9.2

KΙ (q πc )
Franc 3D
0.976 2
1.001 2
1.007 0
1.010 5
1.012 1
1.013 4
1.014 4
1.015 4
1.016 2
1.017 0

所提方法
Proposed method

1.043 0
1.023 4
1.014 4
1.010 2
1.008 6
1.008 0
1.009 3
1.010 7
1.012 5
1.014 6

误差
Error/%
-6.40
-2.16
-0.66

0.02
0.35
0.48
0.51
0.46
0.37
0.24

（a）　裂纹T1
（a）　Crack T1

（b）　裂纹T2
（b）　Crack T2

图4　共线双椭圆孔边对称裂纹的SIF值（2l=20a）

Fig. 4　SIF value of symmetric cracks at the edge of collinear double
elliptical holes （2l=20a）
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度因子。该方法具有求解高效、计算准确的特点，可

用于解决工程中的断裂问题。

2） 多椭圆孔边裂纹的应力强度因子受裂纹长度、

椭圆孔半轴比及孔间距的影响。在上述影响因素中，

椭圆孔半轴比（起裂孔形状）主要影响多孔边裂纹初

期的扩展进程，孔间距主要影响多孔边裂纹后期的扩

展进程。

3） 对于椭圆孔半轴比和孔间距均相同的多孔边

裂纹结构来说，裂纹的不同分布模式对结构的影响差

异较大，含多椭圆孔边双侧裂纹的结构相较含多椭圆

孔边单侧裂纹的结构偏于危险。
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