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考虑附加强化效应的金属材料多轴低周疲劳寿命预测模型*
MULTIAXIAL LOW CYCLE FATIGUE LIFE PREDICTION MODEL OF THE 

METAL MATERIAL CONSIDERING ADDITIONAL STRENGTHENING FFECT
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摘要 针对等效应变模型在多轴非比例加载时不能考虑到材料的附加强化作用，而造成疲劳寿命预测误差较大的

缺陷，基于临界面理论，将最大剪切应变幅作为主要的疲劳损伤参量。同时，将相位差、最大法向应力和剪切应力组成一

个附加损伤系数作为次要损伤参量，来反映金属材料在多轴非比例加载下产生的附加强化效应；损伤系数中最大剪切面

上的剪切应力对最大法向应力进行归一化处理来反映两个应力相互作用对疲劳寿命的影响。提出的模型在不引入额外

的经验拟合常数的情形下，不仅保留了等效应变模型参数的所有优点，还有助于发现裂纹产生的机制和反映裂纹延伸方

向。采用 6种均为薄壁圆管的金属材料数据对提出的模型和 3种经典模型进行数据验证，对比分析后的结果显示，提出

的模型相对另外3种模型，得到的预测结果精确度更高且数据分布更稳定。
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中图分类号 TB114. 3
Abstract For the equivalent strain model，the additional strengthening effect of the material cannot be considered during 

multiaxial non-proportional loading，resulting in a defect with a large error in fatigue life prediction，based on the pro-interface 
theory，the maximum shear strain amplitude was used as the main fatigue damage parameter. At the same time，the phase 
difference，maximum normal stress and shear stress were composed of an additional damage coefficient as a secondary damage 
parameter to reflect the additional strengthening effect of the metal material under multiaxial non-proportional loading，and the 
shear stress on the maximum shear surface in the damage coefficient normalized the maximum normal stress to reflect the 
influence of the interaction between the two stresses on the fatigue life. The proposed model not only retains all the advantages of 
the equivalent model parameters without introducing additional empirical fitting constants，but also helps to discover the 
mechanism of crack generation and reflect the direction of crack elongation. The proposed model and three classical models were 
verified by using six kinds of metal material data of thin-walled round tubes，after analyzing the data verification results of each 
model，it is found that the prediction results of the proposed model have higher accuracy and more stable data distribution.
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0 引言

研究表明，大多数工程结构的破坏形式为疲劳失

效。各行业为了提高工程构件的实用性和安全性，早

期对单轴疲劳进行了大量的实验。但是，由于外载荷

复杂性，很多工程构件均为多轴应力状态，特别是在
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多轴非比例加载状况下，会使金属材料的应变主轴部

分开始转动，使金属材料内部多个滑移系运动，位错

结构也受影响，导致稳定性变差，进而使金属材料内

部形成附加的强化效应，最后造成寿命的降低［1］。因

此，在多轴非比例载荷下对工程复杂结构失效情况的

研究，有着十分重要的工程利用价值［2-4］。
目前，在进行多轴疲劳寿命预测时，用到的方法

主要有 3类［5-7］：等效应变法、能量法、临界面法。近年

来，临界面法被认为是较为有效的一类方法，比较前

两类方法的缺点，其优势主要是将应力、应变作为损

伤参数来考察多轴疲劳的损伤面，有助于发现裂纹产

生的机制和反映裂纹延伸方向［8-9］，有着一定的物理含

义且在多轴低周加载下预测精度高。大量学者基于

临界面法从不同角度提出了不同的预测模型。

BROWN M W等［10］745-755将临界平面上的切应变和正应

变作为预测疲劳寿命的损伤参数，同时把临界平面的

概念代入了多轴低周疲劳领域中。 KANDIL F A
等［11］203-205将一个加载循环过程中具有最大剪切应变的

水平面描述为临界面，将 BROWN M W 等［10］745-755给出

的参数加以线性简化，得到了著名的 Kandil-Brown-

Miller（KBM）模型。FATEMI A等［12］149-158提出将法向应

力最大值代入模型中来考虑模型在非比例加载下的

附 加 强 化 效 应 ，提 出 了 Fatemi-Sociec（FS）模 型 。

GATES N R 等［13］研究了多轴疲劳损伤中剪切应力与

法向应力的相互作用对寿命的影响，提出将FS模型中

的最大法向应力对剪切力进行归一化，在预测精度提

高的同时使疲劳破坏的物理意义更加明确。李静

等［14］考虑了等效应变模型中在多轴非比例加载环境

下相位差对疲劳寿命的重要作用，大大提高了等效应

变模型在多轴非比例加载环境下的预测精确度。

LAZZARIN P等［15］将基于剪应力的高周多轴疲劳评估

方法扩展到低周疲劳中，考虑同一平面的最大剪切应

力振幅和最大法向应力，得到了较好的预测结果。早

期提出的经典模型大多只考虑了应变对疲劳破坏的

作用，然而，裂纹的萌生和扩展与剪切和法向应力/应
变分量的相互作用机制有关。如果仅以最大剪切应

变为损伤参量不能完全反映非比例附加硬化效应和

疲劳裂纹扩展的物理机制。近年来，诸多学者在工程

构件处于多轴加载，尤其是在非比例加载下分别考虑

了相位差、法向应力和剪切应力相互作用对疲劳寿命

的影响后，使模型的预测能力在不同程度上有所

提高。

因此，针对等效应变模型处于多轴非比例加载情

况时没有考虑附加强化的效果，导致疲劳寿命预测误

差较大的缺点。基于临界面理论，同时考虑相位差、

最大法向应力和剪切应力，引入一个附加损伤系数进

行修正，在不引入任何额外的经验拟合常数的情况

下，保持了等效应变模型参数的所有优点，充分表征

了材料裂纹的萌生和扩展机制。

1　临界面的确定

承受拉-扭载荷的薄壁圆管试件的厚度远小于外

径时，最大的损伤平面始终垂直于外部平面，如图 1
所示。

拉伸-扭转载荷下的应变状态可表示为[16]
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式中，σx 为材料受到的轴向应力；τxy 为材料受到的剪

切应力；εx 为材料受到的轴向应变；γxy 为材料受到的

剪切应变。

当材料受到多轴载荷时，应力-应变状态应由弹塑

性泊松比 νeff表示，νeff定义为

-νeff = νe εe + νp εp
εe + εp

（2）
式中，εe为与材料弹性有关的应变；εp为与材料塑性有

关的应变；νe 为与材料弹性有关的泊松比；νp 为与材料

塑性有关的泊松比。

将所选试件的任意平面和试件轴向形成的夹角

定义为 θ，则可根据已知的 θ，将任意一个平面上的轴

向应力、应变和剪切应变表示为

σθ = σx2 + σx2 cos 2θ + τxy2 sin 2θ （3）
εθ = 1 - νeff2 εx + 1 + νeff2 εx cos 2θ + γxy2 sin 2θ （4）

γθ2 = 1 + νeff2 εx sin 2θ - γxy2 cos 2θ （5）
使用式（3）~式（5）可获得拉伸型和剪切型临界平

面上的应力-应变响应。在正弦条件加载下，任意平面

上剪切型的应变变程最大值以及法向上正应变的变

程可以表示为

Δγmax = εa { [ λ cos 2θ cos φ - (1 - νeff ) sin 2θ ]2 +
                     (λ cos 2θ sin φ ) 2 }1 2 （6）

图1　拉-扭试件的应变状态

Fig. 1　Strain state of the tension-torsion test piece
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Δεn = 1
2 εa { [ 2 (1 + νeff ) cos2θ - 2νeff +

           λ sin 2θ cos φ ]2 + (λ sin 2θ sin φ ) 2 }1 2（7）
λ = γa εa （8）

式中，φ为相位差；λ为拉-扭加载条件下得到的切应变

和法向应变之比；γa为得到的剪切应变自身加载幅值；

εa为得到的轴向应变自身加载幅值。

根据已经求得的最大剪切应变的变程 Δγmax 对位

向角 θ进行求导计算，位向角 θ的表达式为

θ = 1
4 arctan2 λ( )1 + νeff cos φ

( )1 + νeff
2 - λ2 （9）

通过式（6）~式（10）求薄壁管状试件的临界面的方

向和控制疲劳损伤时所需的应变参数，并选择具备最

大剪切应变幅度的水平面为模型的临界平面。

2　经典临界面理论

2. 1　等效应变模型

解决工程中的单轴拉伸疲劳问题时，通常建立材料

的宏观力学相关参数和寿命之间的关系，将等效应变方

程应用于寿命预测中[17]，一般的形式可表示为
Δεeq2 = σ'f

E (2N f ) b + ε'f(2N f ) c
（10）

式中，Δεeq 为所选临界面上将应变经过等效后得到一

个应变幅度；σ'f、b分别为与材料的疲劳强度相关的系

数以及指数；ε'f、c分别为与材料的疲劳延性相关的系

数以及指数；N f 为材料经过实验后得到的疲劳寿命

值；E为与材料自身特性相关的弹性模量。

2. 2　FS模型

FATEMI A 等[12]159-165把临界面上的最大法向应力

值当成次要的损伤参数，该损伤参数在反映材料的附

加强化效应的同时，还能够以具有物理意义的方式解

释平均应力的影响，其表达式为

Δγmax2 (1 + k
σn, max

Re ) = τ'f
G (2N f ) b0 + γ'f(2N f ) c0 （11）

式中，Δγmax 为临界面上剪切型的应变变程最大值；

σn，max 为临界面上法向应力最大值；k为与材料自身特

性有关的实验经验参数，k 值在实验资料不足时可取

为 1[18]；Re 为与材料自身特性有关的屈服强度；τ'f、b0 分
别为与材料自身特性有关的剪切型表示疲劳强度相

关的系数以及指数；γ'f、c0 分别为与材料自身特性有关

的剪切型表示疲劳延性相关的系数以及指数；G 为材

料的剪切模量。

2. 3　KBM模型

KANDIL F A 等[11]206-210以任意具有最大剪切应变

范围的受载水平面作为临界平面，并同时考察了临界

平面上法向应力范围的影响，其表达式为

Δγmax2 + s∗Δεn = [1 + νe + (1 - νe )s∗ ] σ'f
E (2N f )b +

         [1 + νp + (1 - νp )s∗ ] ε'f (2N f )c （12）
式中，s∗为模型经验系数；Δεn为轴向应变范围。

3　基于临界面法的多轴疲劳损伤模型

3. 1　法向应力、剪应力对疲劳损伤的影响

45 钢的法向应力、法向应变、剪切应力和剪切应

变在比例路径和非比例路径下相对于 θ的变化趋势，

如图2所示。

如图 2（a）所示，在比例加载路径下，法向应变和

法向应力在某个同一角度时，两者都存在最大值。由

此可知，轴向应力/应变对材料疲劳寿命的影响占主要

影响作用。如图 2（b）所示，在非比例圆形加载路径

下，此时平面上的剪切应变和应力与比例路径下相

反，最大法向应变平面（以虚线表示）上，不只法向应

力、应变值较大，剪切应力、应变值也相对较高。综上

所述，在多轴低周加载条件下，除了有学者已经提出

的最大法向应力是疲劳破坏的影响因素外，剪切应力

的作用对疲劳损伤的贡献也不容忽视，在非比例加载

下对多轴疲劳寿命有一定的影响。

将最大法向应力 σn，max 和剪切力 Δτ 组合成一个

（a）比例路径

（a）Proportional path

（b）非比例圆形路径

（b）Non-proportional circular path
图2　应力和应变范围随位向角 θ的变化

Fig. 2　Variations of stress and strain range with the change of angle θ
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具有明确的物理意义的影响因子 η，表达式为

η = 1 + σn, max2GΔγ
（13）

式中，剪切应力范围使用 GΔγ代替 Δτ，来说明材料本

构行为的变化对疲劳损伤的影响。在弹性变形下，

GΔγ在较长寿命下等于Δτ，但当循环或非比例硬化发

生时，按基于应变的数量归一化 σn，max 预测损伤增加。

当两个应力分量随材料硬化成比例变化时会导致相

同的损伤值。当剪切应变范围接近零时，可能计算

出较大的损伤值，如果通过对产生疲劳所需的剪切

应变范围施加适当的限制后，则可以克服这个数学

问题。

3. 2　相位差对疲劳损伤的影响

SHANG D G 等［19］建议首先选取具有最大剪切的

应变幅的平面，同时此平面中的法向应变为最大值，

满足这两点的平面视为临界平面，建立疲劳损伤模型

时将最大剪应变的应变幅作为首要损伤参数。采用

等效变准则把临界平面上的切应变最大值 Δγmax 与法

向应变的变程ε∗
n组成等效变幅，其表达式为

Δεeq2 = ε∗2
n + Δγ2max12 （14）

式中，ε∗
n为法向应变的变程，表达式为

ε∗
n = Δεn (1 + cos φ ) /2 （15）

式中，φ为相位角。

此模型中仅存在应变分量反应疲劳损伤，在单轴

和比例加载下有着较好的预测精度，但在多轴非比例

加载下，若相位差呈现不断增大的趋势，则会导致寿

命预测的误差逐渐增大，具有一定的局限性。因此，

建立一个与相位差有关的影响因子 ξ，来反映多轴非

比例加载下的相位差的变化对寿命产生的影响，具体

表达式为

ξ = 1 + sin φ
2 （16）

将两个影响因子组合成一个反映材料附加强化

效应的非比例附加损伤系数 fnp，具体表达式为

fnp = ηξ = (1 + σn, max2GΔγ
) (1 + sin φ

2 ) （17）
将 45 钢的数据代入得到非比例附加损伤系数 fnp

随相位差增长的变化趋势，如图3所示。

由图 3可知，非比例附加损伤系数 fnp 随着相位差

的增大而增大，有效地表征了多轴非比例加载下相位

差对疲劳寿命的影响。经验证后发现，其他 5种材料

均以不同程度随着相位差的增大而增大。同时，曲线

的斜率能够直观地反映材料的附加强化程度是否

明显。

将所提出的附加损伤系数 fnp 加入式（14）中加以

修正，得到了一个新的能够反映材料附加强化效应的

疲劳寿命预测模型，表达式为

Δεeq2 (1 + σn, max2GΔγ
) (1 + sin φ

2 ) =
              A σ'f

E (2N f )b + Bε'f (2N f )c

（18）

式中，Δεeq 2为等效应变的变程。最大法向应力σn，max

可用疲劳寿命的函数来表示[17]147-156：

σn, max = σ'f2 (2N f ) b
（19）

A、B计算式为

A = 1 + νe
3 + 1 - νe (20)

B = 1 + νp
3 + 1 - νp (21)

4　数据验证

选用 6 种均为应变控制加载的薄壁圆管试件，6
种材料分别为纯钛[20]、304 不锈钢[21-22]、410 不锈钢[23]、
45 钢[24]、GH4169[25-26]、7075-T651[27-28]，将材料数据代入

提出的模型和 3种经典模型中进行数据验证。

与材料自身特性有关的力学性能、疲劳性能参数

分别如表 1和表 2所示。

将 6 种材料数据分别代入各模型中得到预测寿

命和实验寿命之间的对比结果，如图 4所示。

由图 4（a）可知，等效应变模型的预测结果整体

上都在偏于危险的一侧，只有极少数点位于 3倍因子

内。如图 4（b）和图 4（c）所示，FS 模型与 KBM 模型的

预测结果中有部分数据点位于 3倍因子以内，但也有

相当一部分的数据点处于 3倍因子之外，整体的预测

结果较分散。如图 4（d）所示，提出的模型的点几乎

图3　45钢的非比例附加损伤系数随相位差的变化

Fig. 3　Change of non-proportional additional damage coefficient of 45 
steel with phase difference
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（a）等效应变模型

（a）Equivalent strain model
（b）FS模型

（b）FS model

（c）KBM模型

（c）KBM model
（d）提出的模型

（d）Proposed model
图4 预测寿命与实验寿命对比

Fig. 4 Comparison between predicted life and experimental life

表1　材料的力学性能参数

Tab. 1　Mechanical property parameter of materials

材料
Material

纯钛 Pure Ti
304不锈钢 AISI 304
410不锈钢 AISI 410

45钢 45 steel
GH4169

7075-T651

弹性模量Modulus of
elasticiy E/ GPa

112
185
200
190
182
70.7

屈服强度
Yield strength Re/MPa

475
352
205
370

1 000
501

泊松比
Poisson's   ratio

0.4
0.3
0.3
0.3
0.325
0.33

材料经验系数Material 
empirical  coefficient k

0.6
0.85

1
1

0.47
0.78

模型经验系数Model 
empirical coefficient s∗

0.3
0.6
0.6
0.7
0.3
0.3

表2　材料的疲劳性能参数

Tab. 2　Fatigue property parameter of materials

材料
Material

纯钛 Pure Ti
304不锈钢 AISI 304
410不锈钢 AISI 410

45钢 45 steel
GH4169

7075-T651

疲劳强度系数
Fatigue strength coefficient

σ'f/MPa
647

1 000
705
843

1 565.2
540.5

疲劳延性系数
Fatigue ductility coefficient

ε'f/MPa
0.548
0.171
0.157
0.327
0.162
0.22

疲劳强度指数
Fatigue strength exponent b

-0.033

-0.114

-0.058

-0.104 7

-0.086

-0.08

疲劳延性指数
Fatigue ductility exponent c

-0.646

-0.402

-0.44

-0.545 8

-0.58

-0.542
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都在 3倍因子内，预测数据结果分布紧凑，相对于另外

3种模型的预测精度更好。

5　分析与讨论

为了检验文中提出模型的正确性和准确性，采用

统计学的方法来研究 4种多轴疲劳寿命模型的误差，

本研究定义平均误差因子
-E如下：

Ei = ì
í
î

ïï
ïï

Np N t , Np ≥ N t
N t Np , Np < N t

 ， -E = 1
n ∑

i = 1

n

Ei （22）
式中，Np 为所选模型的寿命预测值；N t 为所选模型的

寿命实验值；n 为代入所选模型中总的寿命个数。在

比例和非比例加载条件下，各个模型计算得到平均误

差因子
-E的结果，如表3和表4所示。

由表 3、表 4可知，等效应变模型和KBM模型在比

例加载时的预测效果良好。但在非比例加载下两者

的平均误差因子
-E值相对于比例加载下增大，预测误

差增大，预测能力显著下降。FS模型和提出的模型相

对于前两种模型预测能力更好，但提出模型的平均误

差因子值
-E 更稳定，集中在 2 倍因子附近，预测效果

良好。

6　结论

引入由相位差、剪应力和最大法向应力组成的附

加损伤系数对等效应变模型进行修正，对比研究了 3
个典型多轴疲劳寿命预测模型，并通过对不同种类的

薄壁圆管型金属材料试件的多轴疲劳测试数据加以

分析检验，得出了如下结论：

1）通过引入临界面上的相位差、剪应力和最大法

向应力共同组成了一个能够反映金属材料在多轴非

比例加载下的附加强化效应的附加强化损伤系数，使

疲劳寿命预测结果的精度大大提升，修正过后的模型

保留了等效应变模型中参数的全部优点和物理解释，

且没有引入任何额外的经验拟合常数。

2）将 6种不同材料的数据分别代入 4种模型后发

现，等效应变模型的预测误差最大，KBM 模型次之。

相对于 3种模型中预测能力较好的 FS模型，本文提出

的模型的数据点分布更加紧凑，大部分数据点都位于

2倍因子附近。

3）采用统计学方法对比各模型的误差因子值
-E，

发现提出的模型引入附加强化损伤系数后，得到的预

测精度相对另外3种模型更高，且分散性较小。
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