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摘要　 研究了两端弹性约束轴向变速运动梁的主⁃参联合共振问题。 根据哈密顿原理，推导导电梁在平行载流导线

激发磁场中的磁弹性非线性振动方程。 由两端弹性约束边界条件得到振型函数，再对方程进行伽辽金积分法离散，然后

利用多尺度法得到稳态运动的近似解析解，并对稳态解的稳定性进行了分析。 通过算例，用数值方法对解析解结果进行

验证，并分析不同参数对共振振幅及频率的影响。 结果表明，系统发生主⁃参联合共振时，弹簧刚度和外激励力主要影响

系统振幅，而轴向速度、电流、轴向力对振幅和共振频率都有影响；系统的稳定区域随弹簧刚度的增大而增加。
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０　 引言

　 　 轴向运动梁在各个领域都有着广泛的应用，如航

空航天部件、高速机械部件、可伸缩机翼、带锯片、磁
带、机械臂等许多运动结构部件。 虽然学者们对轴向

运动梁结构采用不同的解析或数值方法进行了一定的
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研究，但这些研究大多将实际的复杂边界条件简化成

经典的边界条件，如简支、固支、自由边界等，但是弹性

约束模型能较好地模拟实际情况。 在工程实际中，许
多大型机器设备通过铺设弹性地基、使用弹性支座来

减轻结构振动。 支撑在弹性地基基础上的梁，或者超

长型隔振台座，还有桥梁工程中广泛使用的弹性支座

上的梁等常会简化为弹性支撑梁模型进行研究。 目

前，已有学者对在复杂约束边界下梁结构的振动分析

进行了建模，取得了初步的研究成果。 赵雨皓等［１］ 采

用改进傅里叶级数展开建立了轴向载荷条件下弹性边

界约束梁结构振动分析模型。 滕兆春等［２］ 基于

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论研究弹性地基上转动功能梯度材料

梁的自由振动。 ＹＡＵ Ｊ Ｄ 等［３］采用解析方法研究了带

有弹性支座的桥梁在移动列车荷载作用下的动力响

应。 鲍四元等［４］基于地基梁的拉格朗日函数，利用瑞

利⁃里兹方法把振动问题转化为矩阵特征值问题，研究

端部弹性约束地基梁的自由振动特性。 ＬＩＵ Ｙ［５］ 对弹

性支撑梁的受迫振动展开了分析，得到了在移动载荷

下，移动速度与支撑刚度对系统响应的影响。 工程应

用中较多结构的轴向力和轴向速度并非恒定，加上外

界激励的周期性变化，使得轴向运动梁有可能发生动

态失稳，形成参激共振。 为了有效降低梁结构在外部

动态载荷激励下的不利振动影响，弹性约束梁结构的

参激振动研究长期以来广受关注。 张弛等［６］ 主要研

究了受轴向激励弹性支撑梁的自由振动特性、参激振

动稳定性和非线性稳态响应。 张登博等［７］ 引入由黏

弹性引起的非齐次边界条件，同时引入轴向加速度引

起的径向变化张力，采用直接多尺度法分析轴向变速

运动黏弹性 Ｅｕｌｅｒ 梁的次谐波参数共振。 李威等［８］ 采

用离散奇异卷积法对弹性约束梁在动轴向载荷作用下

的参数失稳问题进行了研究。 ＺＨＡＮＧ Ｄ Ｂ 等［９］ 对具

有 １ ∶ ３ 内共振的不规则边界条件的轴向加速梁进行

了解析分析和数值研究。 陈明飞等［１０］ 采用人工弹簧

模拟曲梁边界实现任意边界约束，对任意曲率半径的

功能梯度曲梁进行几何建模和振动特性分析。 ＣＨＥＮ
Ｌ Ｑ 等［１１］研究了弹性边界约束的轴向变速梁的参数

共振问题。
随着人们对电、磁与介质之间的相互作用机制的

认识不断深入，导电梁的运行环境越来越复杂，电磁场

环境中工作的轴向运动梁表现出复杂的耦合动力学行

为，往往出现振动失稳、高频噪声以及设备故障，或将

直接影响系统的安全性与可靠性。 导电弹性结构在多

物理场耦合作用下的动力学研究已成为引人关注的研

究领域。 ＨＵ Ｙ Ｄ 等［１２］ ６８３⁃６９５［１３⁃１４］对轴向运动梁在磁场

环境下的非线性共振问题进行了探索，研究了轴向运

动梁的磁弹性非线性主⁃内联合共振及相关的稳定性

分析。 ＮＡＹＡＫ Ｂ 等［１５］阐述了磁流变弹性体的基础梁

的导 电 表 面 在 不 同 边 界 条 件 下 的 动 态 分 析。
ＰＲＡＴＩＨＥＲ Ｂ 等［１６］对变磁场中受轴向周期载荷作用

下悬臂梁的主参数振动及其稳定性进行了分析。 郑晓

静等［１７］研究了铁磁导电梁式板在横向均匀磁场中的

动力特性。 ＷＡＮＧ Ｌ 等［１８］ 针对轴向运动悬臂梁在磁

场力作用下的振动控制问题进行了分析。 ＬＩＵ Ｍ Ｆ
等［１９］考虑横向磁场、轴向载荷和外力之间的相互作

用，研究了具有一般边界条件的磁弹性梁的振动问题。
综上可见，对于轴向运动梁的非线性振动问题，大

多是对经典边界梁的研究。 针对弹性约束梁的振动问

题的研究大多是对结构的自由振动或受迫振动的研

究。 因此，多物理场耦合作用下弹性约束轴向运动梁

的联合共振问题的研究具有理论和实际意义。 本文考

虑梁的振动引起梁与导线之间的距离发生变化从而引

起磁场的变化，同时考虑时变横向载荷及时变轴向载

荷作用，推导梁的非线性磁弹性振动方程，分析弹簧刚

度、电流、轴向速度、轴向力、外激励力等参数对主⁃参
联合共振的影响。

１　 轴向变速运动梁控制方程

　 　 图 １ 所示为两端弹性约束梁。 支撑弹簧刚度分别

为 ｋｌ 和 ｋｒ， 沿形心轴 ｘ 方向以速度 ｃ ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ（ω１ ｔ）
运动，受载流导线激发的磁场作用，并受轴向载荷

Ｆ０ｘ ＝ Ｆ０ ＋ Ｆ１ｃｏｓ（ω２ ｔ） 及 均 布 横 向 载 荷 Ｐｚ ＝
Ｐ０ｃｏｓ（ω３ ｔ） 作用， ｃ０、Ｆ０、Ｐ０ 分别为恒定轴向速度、恒
定轴向力、外激励力的幅值， ｃ１、Ｆ１ 分别为时变轴向速

度幅值、时变轴向力幅值， ω１、ω２、ω３ 分别为轴向速度、
轴向力、外激励力的频率。 梁长为 ｌ ，高为 ｈ ，宽为 ｂ，
截面积 Ａ＝ ｂｈ。

图 １　 平行载流导线间弹性约束梁模型

Ｆｉｇ． １ 　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｃｕｒｒｅｎｔ⁃ｃａｒｒｙｉｎｇ ｗｉｒｅｓ

考虑轴向速度和横向速度，轴向运动梁的总动

能为

Ｔ ＝ ρＡ
２ ∫

ｌ

０
［ｃ２ ＋ （∂ｗ

∂ｔ
＋ ｃ ∂ｗ

∂ｘ
） ２］ｄｘ （１）

式中， ρ 为密度；ｗ 为横向位移， ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｔ）；ｔ 为时间

变量。
梁的势能可以表示为
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Ｕ ＝ ∫ｌ
０
［Ｆ０ｘεｘ ＋ １

２
ＥＩ（∂

２ｗ
∂ｘ２ ）

２ ＋ １
２
ＥＡε２

ｘ］ｄｘ （２）

式中，εｘ 为轴向应变， εｘ ＝ １
２
（∂ｗ
∂ｘ

） ２；Ι 为截面惯性矩，

Ｉ ＝ ∫
ｈ
２

－ ｈ
２
∫

ｂ
２

－ ｂ
２

ｚ２ｄｙｄｚ；Ｅ 为梁的弹性模量。

考虑导电梁不通电的情况，平行导线通入直流电

且电流方向相同。 在梁处激发的磁感应强度 Ｂ０ ＝ ［０，
Ｂ０ｙ，０］ ，利用毕奥⁃萨伐尔电磁定律［２０］可知

Ｂ０ｙ ＝
μ０ ｉ１

２π（ｄ１ － ｗ）
－

μ０ ｉ２
２π（ｄ２ ＋ ｗ）

（３）

式中， ｉ１、ｉ２ 为两导线的电流值； ｄ１、ｄ２ 为两导线与梁之

间的距离； μ ０ 为真空磁导率。
受电磁场作用，导电梁单位长度上的洛伦兹力分

量为［１２］ ６８３⁃６９５

Ｆｚ ＝ ∫
ｈ
２

－ ｈ
２
∫

ｂ
２

－ ｂ
２

ＪｘＢ０ｙｄｙｄｚ ＝

Ａ（ － σ０Ｂ２
０ｙ

∂ｗ
∂ｔ

－ σ０Ｂ２
０ｙｃ

∂ｗ
∂ｘ

） （４）

式中， σ ０ 为电导率； Ｊｘ 为磁场在梁内感应的电流密度

矢量沿 ｘ 轴方向分量。
将式（３）中的电流值项用泰勒级数展开，略去三

次以上的高阶项，结合上面给出的各表达式，基于哈密

顿变分原理，得到磁场中轴向变速运动导电梁关于 ｗ
的偏微分控制方程为

ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ２ρＡｃ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ ρＡｃ２ ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ρＡ ∂ｃ
∂ｔ

∂ｗ
∂ｘ

－

　 　 　 Ｆ０ｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

－ ３
２
ＥＡ（∂ｗ

∂ｘ
）２ ∂２ｗ

∂ｘ２
＋ ＥＩ ∂

４ｗ
∂ｘ４

＋
Ａσ０μ２

０

４π２ （∂ｗ
∂ｔ

＋

　 　 　 ｃ ∂ｗ
∂ｘ

）（α２
１ ＋ α２ｗ ＋ α３ｗ２） － Ｐｚ ＝ ０ （５）

式中， α１ ＝
ｉ１
ｄ１

－
ｉ２
ｄ２

；α２ ＝
２ｉ２１
ｄ３

１

－
２ｉ２２
ｄ３

２

－
２ｉ１ ｉ２
ｄ１ｄ２

（ １
ｄ１

－ １
ｄ２

）；

α３ ＝
３ｉ２１
ｄ４

１

＋
３ｉ２２
ｄ４

２

－
２ｉ１ ｉ２
ｄ１ｄ２

（ １
ｄ２

１

－ １
ｄ１ｄ２

＋ １
ｄ２

２

）。

２　 弹性约束下方程的离散化

　 　 两端弹性约束梁的边界条件为

ｘ ＝ ０， ＥＩ ∂
２ｗ
∂ｘ２

＝ ０，ＥＩ ∂
３ｗ
∂ｘ３

＋ ｋＩｗ ＝ ０

ｘ ＝ ｌ， ＥＩ ∂
２ｗ
∂ｘ２

＝ ０，ＥＩ ∂
３ｗ
∂ｘ３

－ ｋｒｗ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

　 　 设满足边界条件式（６）的位移解为

ｗ ＝ ｑ１（ ｔ）Ｘ１ （７）
式中，Ｘ１ ＝Ｃ１ｃｏｓ ｐ１ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ ｐ１ｘ＋Ｃ３ｃｏｓｈ ｐ１ｘ＋Ｃ４ｓｉｎｈ ｐ１ｘ。
　 　 将式（７）代入式（６）可得方程组：

－ ｐ２
１ＥＩ ０ ｐ２

１ＥＩ ０
－ ｋｌ ｐ３

１ＥＩ － ｋｌ ｐ３
１ＥＩ

－ ｐ２
１ＥＩｃｏｓ ｐ１ｌ － ｐ２

１ＥＩｓｉｎ ｐ１ｌ ｐ２
１ＥＩｃｏｓｈ ｐ１ｌ ｐ２

１ＥＩｓｉｎｈ ｐ１ｌ

ｐ３
１ＥＩｓｉｎ ｐ１ｌ － ｋｒｃｏｓ ｐ１ｌ － ｐ３

１ＥＩｃｏｓ ｐ１ｌ － ｋｒｓｉｎ ｐ１ｌ ｐ３
１ＥＩｓｉｎｈ ｐ１ｌ － ｋｒｃｏｓｈ ｐ１ｌ ｐ３

１ＥＩｃｏｓｈ ｐ１ｌ － ｋｒｓｉｎ ｐ１ｌ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

０
０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（８）
　 　 在实际工程中，梁两端的支撑情况往往是相同的，
这里取 ｋｌ ＝ ｋｒ ＝ ｋ。 方程组存在非零解，则系数矩阵的

行列式为零，由此求得系统的固有频率。 本文用数值

方法求得不同 ｋ 值对应的 ｐ１ 值。 继而可以得到对应

的振型函数系数 Ｃ１ ～ Ｃ４，其表达式为

Ｃ１ ＝［２ｋ２ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）＋Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ） ２－

Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ） ２－Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）＋
Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）＋Ｅｌｐ３
１ｋｃｏｓ（ｐ１ ｌ） ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ） －

３Ｅｌｐ３
１ｋｃｏｓｈ（ｐ１ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ｌ）］ ／ ［２ｋ２ｃｏｓｈ（ｐ１ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ｌ）＋

Ｅｌｐ３
１ｋｃｏｓ（ｐ１ ｌ） ２＋Ｅｌｐ３

１ｋｓｉｎ（ｐ１ ｌ） ２－Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓ（ｐ１ ｌ）·

ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）＋３Ｅｌｐ３

１ｋ·
ｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅｌｐ３

１ｋｓｉｎ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）］
Ｃ２ ＝ － ［ ２ｋ２ｃｏｓ （ ｐ１ ｌ ） ｓｉｎｈ （ ｐ１ ｌ ） － Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓｈ （ ｐ１ ｌ ） ２ ＋
Ｅｌｐ３

１ｋｓｉｎｈ （ ｐ１ ｌ ） ２ ＋ Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓ （ ｐ１ ｌ ） ｓｉｎｈ （ ｐ１ ｌ ） ＋

Ｅ２ｌ２ｐ６
１ｃｏｓｈ（ｐ１ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ｌ）－３Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ｌ）－

Ｅｌｐ３１ｋｓｉｎ（ｐ１ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）］ ／ ［２ｋ２ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）＋
Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ｌ）２ ＋Ｅｌｐ３
１ｋｓｉｎ（ｐ１ｌ）２ －Ｅ２ｌ２ｐ６

１ｃｏｓ（ｐ１ｌ）·
ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）＋
３Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅｌｐ３
１ｋｓｉｎ（ｐ１ ｌ）·

ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）］
Ｃ３ ＝ － ［ ２ｋ２ｓｉｎ （ ｐ１ ｌ ） ｓｉｎｈ （ ｐ１ ｌ ） ＋ Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｃｏｓ （ ｐ１ ｌ ） ２ ＋
Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｓｉｎ（ｐ１ ｌ） ２－Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）－

Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）＋３Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ ｌ）·
ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）］ ／ ［２ｋ２·
ｃｏｓｈ（ｐ１ｌ）ｓｉｎ（ｐ１ｌ）＋Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ｌ）２＋Ｅｌｐ３
１ｋｓｉｎ（ｐ１ｌ）２－

Ｅ２ ｌ２ｐ６
１ｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅ２ ｌ２ｐ６

１ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）·
ｓｉｎ（ｐ１ ｌ）＋３Ｅｌｐ３

１ｋｃｏｓ（ｐ１ ｌ）ｃｏｓｈ（ｐ１ ｌ）－Ｅｌｐ３
１·

ｋｓｉｎ（ｐ１ ｌ）ｓｉｎｈ（ｐ１ ｌ）］
Ｃ４ ＝ １
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　 　 将式（７）代入式（５）中，采用伽辽金积分法，得到

磁场中轴向运动梁的横向振动微分方程，即

ρＡＤ１１ｑ̈１（ｔ） ＋ ２ρＡ（ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ ω１ｔ）Ｃ１１ｑ·１（ｔ） ＋

　 ［ρＡ（ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ ω１ｔ）２ － （Ｆ０ ＋ Ｆ１ｃｏｓ ω２ｔ）］Ｂ１１ｑ１（ｔ） ＋

　 ＥＩＡ１１ｑ１（ｔ） － ３
２
ＥＡＳ１１ｑ３

１（ｔ） ＋
Ａσ０μ２

０

４π２ ｛α２
１Ｄ１１ｑ·１（ｔ） ＋

　 α２
１（ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ ω１ｔ）Ｃ１１ｑ１（ｔ） ＋ α２Ｈ１１ｑ·１（ｔ）ｑ１（ｔ） ＋

　 α２（ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ ω１ｔ）Ｋ１１ｑ２
１（ｔ） ＋ α３Ｍ１１ｑ·１（ｔ）ｑ２

１（ｔ） ＋

　 α３（ｃ０ ＋ ｃ１ｃｏｓ ω１ｔ）Ｎ１１ｑ３
１（ｔ）｝ － ρＡｃ１ω１ｓｉｎ ω１ｔＣ１１ｑ１（ｔ） －

　 Ｐ０ｃｏｓ ω３ｔＥ１ ＝ ０ （９）

式中， Ａ１１ ＝ ∫ｌ
０

ｄ４Ｘ１

ｄｘ４ Ｘ１ｄｘ；Ｂ１１ ＝ ∫ｌ
０

ｄ２Ｘ１

ｄｘ２ Ｘ１ｄｘ ； Ｃ１１ ＝

∫ｌ
０

ｄＸ１

ｄｘ
Ｘ１ｄｘ；Ｄ１１ ＝ ∫ｌ

０
Ｘ１Ｘ１ｄｘ；Ｅ１ ＝ ∫ｌ

０
Ｘ１ｄｘ；Ｈ１１ ＝ ∫ｌ

０
Ｘ２

１Ｘ１ｄｘ；

Ｋ１１ ＝ ∫ｌ
０

ｄＸ１

ｄｘ
Ｘ１Ｘ１ｄｘ；Ｍ１１ ＝ ∫ｌ

０
Ｘ３

１Ｘ１ｄｘ；Ｎ１１ ＝ ∫ｌ
０

ｄＸ１

ｄｘ
Ｘ２

１Ｘ１ｄｘ；

Ｓ１１ ＝∫ｌ
０

ｄ２Ｘ１

ｄｘ２ （
ｄＸ１

ｄｘ
） ２Ｘ１ｄｘ。

３　 多尺度方法求解主⁃参数联合共振问题

　 　 应用多尺度法［２１］ 求解系统的主⁃参数联合共振

问题。 对式（９）进行无量纲化处理，针对方程具有弱

非线性特点及在算例中参数取值时考虑系统的弱非

线性，同时为了便于解析求解，方程中引入小参数 ε
得到

ｑ̈１（τ） ＋ ｇ２
１ｑ１（τ） ＝ － ε［（δ１１１ｃｏｓ Ω１τ ＋ δ２１１ｃｏｓ ２Ω１τ ＋ δ３１１ｃｏｓ Ω２τ ＋ δ４１１Ω１ｓｉｎ Ω１τ）ｑ１（τ） ＋ （μ１１ ＋

　 　 μ′１１ｃｏｓ Ω１τ）ｑ·１（τ） ＋ （χ１１ ＋ χ′１１ｃｏｓ Ω１τ）ｑ２
１（τ） ＋ （ｎ１１ ＋ ｎ′１１ｃｏｓ Ω１τ）ｑ３

１（τ） ＋ ｈ１１ｑ·１（τ）ｑ１（τ） ＋

　 　 ｍ１１ｑ·１（τ）ｑ２
１（τ） － ｆ１ｃｏｓ Ω３τ］ （１０）

式中，ｑ１（τ）＝
ｑ１（ｔ）
ｈ

；ω０ ＝ｐ２
１

ＥＩ
ρＡ

；τ＝ ω０ｔ ；η＝
ｃ０
ω０

；ζ ＝
Ｆ０

ρＡω２
０

；μ′１１ ＝
２ｃ１Ｃ１１

ω０Ｄ１１
；Ω１ ＝

ω１

ω０
；Ω２ ＝

ω２

ω０
；Ω３ ＝

ω３

ω０
；μ１１ ＝

σ０μ２
０α２

１Ｄ１１

４π２ρω０Ｄ１１

＋
２ｃ０Ｃ１１

ω０Ｄ１１
；

ｇ２
１ ＝

η２Ｂ１１

Ｄ１１

－
ζＢ１１

Ｄ１１

＋
ＥＩＡ１１

ρＡω２
０Ｄ１１

＋
μ２

０σ０α２
１ｃ０Ｃ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

＋
ｃ２１Ｂ１１

２ω２
０Ｄ１１

；δ１１１ ＝
μ２

０σ０α２
１ｃ１Ｃ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

＋
２ｃ０ｃ１Ｂ１１

ω２
０Ｄ１１

；δ２１１ ＝
ｃ２１Ｂ１１

２ω２
０Ｄ１１

；δ３１１ ＝
－ Ｆ１Ｂ１１

ρＡω２
０Ｄ１１

；

χ
１１ ＝

μ２
０σ０α２ｃ０ｈＫ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

； χ′１１ ＝
μ２

０σ０α２ｃ１ｈＫ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

；ｍ１１ ＝
μ２

０σ０α３Ｍ１１ｈ２

４π２ρＤ１１ω０

；ｎ１１ ＝
μ２

０σ０α３ｃ０ｈ２Ｎ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

－
３ＥＳ１１ｈ２

２ρω２
０Ｄ１１

；ｎ′１１ ＝
μ２

０σ０α３ｃ１ｈ２Ｎ１１

４π２ρω２
０Ｄ１１

；

ｈ１１ ＝
μ２

０σ０α２Ｈ１１ｈ
４π２ρＤ１１ω０

；δ４１１ ＝
－ ｃ１Ｃ１１

ω０Ｄ１１
；ｆ１ ＝

Ｐ０Ｅ１

Ｄ１１ρω２
０ｈＡ

。

　 　 引入不同的时间尺度 Ｔ０ ＝ τ、Ｔ１ ＝ ετ， 则 １ 阶近似

解可表示为

ｑ１（τ，ε） ＝ ｑ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｑ１２（Ｔ０，Ｔ１） （１１）
　 　 将式（１１）代入式（１０）后展开，令 ε 的同次幂项系

数相等，可得到：
关于 ε０ 的近似方程为

Ｄ２
０ｑ１１ ＋ ｇ２

１１ｑ１１ ＝ ０ （１２）
　 　 关于 ε１ 的近似方程为

Ｄ２
０ｑ１２ ＋ ｇ２

１ｑ１２ ＝ － ［２Ｄ０Ｄ１ｑ１１ ＋ （δ１１１ｃｏｓΩ１τ ＋ δ２１１ｃｏｓ ２Ω１τ ＋
δ３１１ｃｏｓ Ω２τ ＋ δ４１１Ω１ｓｉｎ Ω１τ）ｑ１１（τ） ＋ （μ１１ ＋ μ′１１·
ｃｏｓ Ω１τ）Ｄ０ｑ１１ ＋ （χ１１ ＋ χ′１１ｃｏｓ Ω１τ）ｑ２

１１（τ） ＋ （ｎ１１ ＋

ｎ′１１ｃｏｓ Ω１τ）ｑ３
１１（τ） ＋ ｈ１１ｑ１１Ｄ０ｑ１１ ＋ ｍ１１ｑ２

１１Ｄ０ｑ１１ －
ｆ１ｃｏｓ Ω３τ］ （１３）

式中， Ｄ０ ＝ ∂
∂Ｔ０

；Ｄ１ ＝ ∂
∂Ｔ１

。

设式（１２）的通解形式为

ｑ１１ ＝ Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉｇ１Ｔ０ ＋Ａ－ １（Ｔ１）ｅ

－ｉｇ１Ｔ０ （１４）

式中， ｉ２ ＝ － １；Ａ１ 为未知复数； Ａ１ 为 Ａ１ 的共轭项。
将式（１４）代入式（１３）得到

Ｄ２
０ｑ１２ ＋ ｇ２

１ｑ１２ ＝ － ｛２Ａ′１ｇ１ ｉｅ
ｉｇ１Ｔ０ ＋ １

２
［δ１１１（Ａ１ｅ

ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋

　 Ａ１ｅ
－ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ） ＋ δ２１１（Ａ１ｅ

ｉｇ１Ｔ０＋ｉ２Ω１τ ＋Ａ１ｅ
－ｉｇ１Ｔ０＋ｉ２Ω１τ） ＋

δ３１１（Ａ１ｅ
ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ２τ ＋Ａ１ｅ

－ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ２τ） ＋ δ４１１ ｉΩ１·

　 （Ａ１ｅ
ｉｇ１Ｔ０－ｉΩ１τ ＋Ａ１ｅ

－ｉｇ１Ｔ０－ｉΩ１τ）］ ＋ ［μ１１（ｉｇ１Ａ１ｅ
ｉｇ１Ｔ０） ＋

　 　
μ′１１
２

（ｉｇ１Ａ１ｅ
ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ － ｉｇ１Ａ１ｅ

－ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ）］ ＋ ［χ１１·

　 （Ａ２
１ｅ

２ｉｇ１Ｔ０ ＋Ａ１Ａ１） ＋
χ′１１
２

（Ａ２
１ｅ

ｉ２ｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋ Ａ１Ａ１ｅ
ｉΩ１τ ＋

Ａ１
２ｅ －ｉ２ｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋ Ａ１Ａ１ｅ

ｉΩ１τ）］ ＋ ｎ１１［Ａ３
１ｅ

ｉ３ｇ１Ｔ０ ＋

　 　 ３Ａ２
１Ａ１ｅ

ｉｇ１Ｔ０］ ＋
ｎ１１′
２

［Ａ３
１ｅ

ｉ３ｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋ ３Ａ２
１Ａ１ｅ

ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋
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　 Ａ１
３ｅ －ｉ３ｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ ＋ ３Ａ１

２Ａ１ｅ
－ｉｇ１Ｔ０＋ｉΩ１τ］ ＋

　 ｈ１１［（ｉｇ１Ａ１Ａ１ｅ
２ｉｇ１Ｔ０ － ｉｇ１Ａ１Ａ１）］ ＋

　 ｍ１１［（ｉｇ１Ａ１Ａ２
１ｅ

ｉ３ｇ１Ｔ０ ＋ ｉｇ１Ａ１Ａ１Ａ１ｅ
ｉｇ１Ｔ０ ＋

　 ｉｇ１Ａ１Ａ１
２ｅ －ｉｇ１Ｔ０ ＋ ｉｇ１Ａ１Ａ１Ａ１ｅ

ｉｇ１Ｔ０）］ －

　
ｆ１
２
ｅｉΩ３τ｝ ＋ ｃｃ （１５）

式中， ｃｃ 为其前面各项的共轭项。
３􀆰 １　 主⁃参数联合共振

　 　 由式（１５）可知，系统存在多种不同组合形式的联

合共振状态，本文只选取一种情况进行研究，即按式

（１６）引进频率调谐值 σ１、σ２、σ３。
Ω１ ＝ ２ｇ１ ＋ εσ１；Ω２ ＝ ２ｇ１ ＋ εσ２；Ω３ ＝ ｇ１ ＋ εσ３

（１６）
　 　 为避免久期项出现，必须令 Ａ１ 满足

（２Ａ′１ ＋ μ１１Ａ１）ｇ１ ｉ ＋ ３ｎ１１Ａ２
１Ａ
－
１ ＋ ２ｍ１１Ａ２

１Ａ
－
１ｇ１ ｉ ＋

ｅｉσ１Ｔ１（
δ１１１

２
Ａ－ １ －

μ′１１
２
ｇ１Ａ

－
１ ｉ ＋

３ｎ′１１
２

Ａ－ ２
１Ａ１） ＋

ｅｉσ２Ｔ１
δ３１１

２
Ａ－ １ － ｅｉσ３Ｔ１

ｆ１
２

＝ ０ （１７）

　 　 对式（１７）求解时，复函数 Ａ１ 写成如下指数形式：

Ａ１（Ｔ１） ＝ １
２
ａ１（Ｔ１）ｅ

ｉβ１（Ｔ１） （１８）

　 　 将式（１８）代入式（１７）后分离实部虚部，并令 ϕ１ ＝
σ１Ｔ１－２β１，ϕ２ ＝σ２Ｔ１－２β１，ϕ３ ＝σ３Ｔ１－β１，经分析可知，当且

仅当 ϕ１、 ϕ２、 ϕ３ 为 常 数 时 才 存 在 稳 态 运 动。 即

ａ′１ ＝０，ϕ′１ ＝ϕ′２ ＝ϕ′３ ＝０。 因此，只有当 β′１＝
σ１

２
＝

σ２

２
＝

σ３ ＝ σ 时才存在稳态运动，此时 ϕ１ ＝ ϕ２ ＝ ２ϕ３ ＝ ２ϕ４，
由此可得

　 ａ１ｇ１ϕ′４ ＝ σｇ１ａ１ － η１ － γ２ｃｏｓ ２ϕ４ ＋ γ７ｓｉｎ ２ϕ４ －

　 　 　 　 　 γ３ｃｏｓ ２ϕ４ － γ４ｃｏｓ ϕ４ （１９ａ）

　 ｇ１ａ′１ ＝ － １
２
ｇ１μ１１ａ１ － γ１ － γ２ｓｉｎ ２ϕ４ － γ７ｃｏｓ ２ϕ４ －

　 　 　 　 γ３ｓｉｎ ２ϕ４ － γ４ｓｉｎ ϕ４ （１９ｂ）

式中， η１ ＝ ３
８
ｎ１１ａ３

１；γ１ ＝
ｍ１１

４
ａ３

１ｇ１；γ７ ＝ －
μ′１１
４
ａ１ｇ１；γ２ ＝

（
δ１１１

４
ａ１ ＋

３ｎ′１１
１６

ａ３
１）；γ４ ＝ －

ｆ１
２
；γ３ ＝

δ３１１

４
ａ１。

　 　 为了便于求解式（１９），采取变量变换：
Ψ ＝ ａ１（Ｔ１）ｃｏｓ ϕ４（Ｔ１） （２０ａ）
Γ ＝ ａ１（Ｔ１）ｓｉｎ ϕ４（Ｔ１） （２０ｂ）

　 　 由式（１９）、式（２０）及稳态运动条件，最终可得幅

频响应方程：

［
－ γ４（Ｏ２ ＋ Ｏ３）
Ｏ２

２ － Ｏ２
３ － Ｏ１Ｏ０

］ ２ ＋ ［
－ Ｏ１γ４

Ｏ１Ｏ０ ＋ Ｏ２
３ － Ｏ２

２

］ ２ ＝ ａ２
１ （２１）

式中， Ｏ１ ＝ （ １
２
μ１１ａ１ｇ１ ＋ γ１ ＋ γ７） ／ ａ１；Ｏ２ ＝ （γ２ ＋

γ３） ／ ａ１；Ｏ３ ＝ （σａ１ｇ１ － η１） ／ ａ１； Ｏ０ ＝ （ １
２
μ１１ａ１ｇ１ ＋ γ１ －

γ７） ／ ａ１。
　 　 由式（１１）、式（１４）、式（１６）、式（１８）可得 １ 阶近

似解析解为

ｑ１（τ） ＝ ａ１ｃｏｓ（Ω３τ － ϕ４） （２２）
式中， ａ１、ϕ４ 由式（１９）、式（２１）决定。
３􀆰 ２　 稳定性分析

　 　 为了分析系统的稳定性，通过研究式（１９ａ）、式
（１９ｂ）奇点的性态，分析系统稳态运动的稳定性，设

ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１，ϕ４ ＝ ϕ４０ ＋ ϕ４１ （２３）
式中， ａ１０、ϕ４０ 为稳态运动下的稳态解； ａ１１、ϕ４１ 为小的

扰动量。
将式（２３）代入式（１９），并关于 ａ１１、ϕ４１ 展开，这里

ａ１０、ϕ４０ 满足式（２１），保留 ａ１１、ϕ４１ 线性项，最终得到特

征方程：
Ｊ１１ － λ Ｊ１２

Ｊ２１ Ｊ２２ － λ
＝ ０ （２４）

式中，

Ｊ１１ ＝ １
ｇ１

［ － １
２
ｇ１μ１１ －

３ｍ１１

４
ａ２

１０ｇ１ － （
δ１１１

４
＋

９ｎ１１′
１６

ａ２
１０）·

　 　 ｓｉｎ ２ϕ４０ －
μ′１１
４

ｇ１ｃｏｓ ２ϕ４０ －
δ３１１

４
ｓｉｎ ２ϕ４０］；

Ｊ１２ ＝ １
ｇ１

（ － ２Ａ２０ｃｏｓ ２ϕ４０ ＋ ２Ａ７０ｓｉｎ ２ϕ４０ －

２Ａ３０ｃｏｓ ２ϕ４０ － Ａ４０ｃｏｓ ϕ４０）；

Ｊ２１ ＝ １
ｇ１

（ － ３
４
ｎ１１ａ１０ －

３ｎ１１′
８

ａ１０ｃｏｓ ２ϕ４０ －

ｆ１
２

１
ａ２

１０

ｃｏｓ ϕ４０）；

Ｊ２２ ＝ １
ａ１０ｇ１

（２Ａ２０ｓｉｎ ２ϕ４０ ＋ ２Ａ７０ｃｏｓ ２ϕ４０ ＋

２Ａ３０ｓｉｎ ２ϕ４０ ＋ Ａ４０ｓｉｎ ϕ４０）；

Ａ２０ ＝
δ１１１

４
ａ１０ ＋

３ｎ′１１
１６

ａ３
１０；Ａ３０ ＝

δ３１１

４
ａ１０；

Ａ４０ ＝ －
ｆ１
２
；Ａ７０ ＝ －

μ′１１
４

ａ１０ｇ１。

　 　 系统稳态运动的稳定性可以通过矩阵方程的特征
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根来判定。 当特征根全部具有负实部，则系统稳定；若
其特征根具有正实部，则系统不稳定。

图 ２　 幅值⁃频率调谐参数曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｔｕｎｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　 算例分析

　 　 以铜制梁为例进行分析，主要参数有：梁长 ｌ ＝
０􀆰 ３ ｍ，矩形截面宽 ｂ ＝ ０􀆰 ０２ ｍ、高 ｈ ＝ ０􀆰 ０１ ｍ，材料电

导率 σ０ ＝５􀆰 ７１４ ２×１０７（Ω·ｍ） －１，密度 ρ＝８ ９２０ ｋｇ ／ ｍ３，
弹性模量 Ｅ ＝ １０８ ＧＰａ ，真空磁导率 μ０ ＝ ４π ×

１０－７ Ｈ／ ｍ。 由式（２１）计算系统主⁃参数联合共振的幅

频响应。 表 １ 给出不同弹簧刚度对应的 ｐ１ 值。 图 ２ ～
图 ６ 给出不同参数条件下振幅随频率调谐参数、外激

励力、轴向速度、电流及距离的变化规律。 图 ７ 选取具

有代表性的稳态解进行稳定性分析，给出不同弹簧刚

度对稳定性区域的影响。 图 ８ 给出了数值解与解析解

的结果对比。
４􀆰 １　 不同弹簧支撑刚度 ｐ１ 值

　 　 由式（８）的系数矩阵行列式为零，可求得系统的

固有频率。 本文用数值方法求得不同 ｋ 值对应的 ｐ１

值，如表 １ 所示。 两端弹簧刚度 ｋ ＝ ０ 时，相当于自由⁃
自由梁；ｋ＝ １０９ Ｎ ／ ｍ 时，可看成弹簧刚度无穷大，相当

于简支⁃简支梁。 针对这两种边界条件梁的 ｐ１ 值与文

献［２２］进行了对比，误差分别为 ０、０􀆰 ００９ ８６７％。
４􀆰 ２　 振幅⁃频率调谐参数曲线

　 　 参考架于电线杆之间的双线输电线中，高压输

电线路的电流约为 ５００ Ａ 等，考虑磁悬浮列车的速

　 　 表 １　 不同弹簧刚度的 ｐ１ 值
Ｔａｂ． １　 ｐ１ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ

弹簧刚度
Ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｋ ／ （Ｎ ／ ｍ）

０ １００ １３０ ３ ０００ １０９

ｐ１值
ｐ１ ｖａｌｕｅ １５􀆰 ７６６ １５􀆰 ７６７ １５􀆰 ７６８ １５􀆰 ７９５ １０􀆰 ４７３

度为 ２５ ～ １５０ ｍ ／ ｓ，在轴向变速运动梁的速度选取时，
通常时变轴向速度 ｃ１ 取值一般应在恒定轴向速度 ｃ０
的 ２０％以内。 据此选取参数 ｉ１ ＝ ５００ Ａ，ｉ２ ＝ ５００ Ａ，ｃ０ ＝
４５ ｍ／ ｓ，ｃ１ ＝ ５ ｍ／ ｓ，Ｐ０ ＝ ３ ０００ Ｎ／ ｍ， ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，
ｄ２ ＝ ０􀆰 ０３ ｍ，Ｆ０ ＝ ３ ０００ Ｎ，Ｆ１ ＝３ ０００ Ｎ，ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，
得到不同参数下幅值⁃频率调谐参数曲线（图 ２）。 由

图 ２ 可知，幅频曲线向右弯曲，表现为硬弹簧特性。 由

图 ２（ａ）可见，随着弹簧刚度的增大，共振曲线呈明显

的扩张趋势，共振区域明显增加，幅值增大，表明弹簧

刚度主要影响系统的振幅。 由图 ２（ｂ）可见，随着电流

的增 大， 曲 线 左 移， 说 明 共 振 频 率 发 生 了 改 变。
图 ２（ｃ）、图 ２（ｄ）分别给出不同恒定轴向速度、不同时

变轴向速度下幅值⁃频率调谐参数曲线。 由此发现，随
着轴向速度的增加，振幅增大且曲线明显左移。 由

图 ２（ｅ）、图 ２（ ｆ）可见，随着恒定轴向力的增大，曲线

明显左移，振幅增大；随着时变轴向力的增大，曲线明

显右移，振幅减小。
４􀆰 ３　 振幅⁃外激励力（轴向速度）曲线

　 　 选取参数 ｉ１ ＝ ０，ｉ２ ＝ ８ ０００ Ａ，ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ， ｄ１ ＝
０􀆰 ０４ ｍ，ｄ２ ＝ ０􀆰 ０３ ｍ，Ｆ１ ＝ ３ ０００ Ｎ，Ｆ０ ＝３ ０００ Ｎ，ｃ０ ＝
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图 ３　 幅值⁃外激励力曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ

图 ４　 幅值⁃轴向速度曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ａｘｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ５　 幅值⁃电流 ｉ２ 曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｃｕｒｒｅｎｔ ｉ２

图 ６　 幅值⁃距离 ｄ２ 曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ２
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图 ７　 不同弹簧刚度下幅频曲线的稳定性分析

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ

图 ８　 解析解与数值解对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

４５ ｍ ／ ｓ，ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，εσ ＝ ０􀆰 ００６，分别改变 ｋ、ｃ０、ｉ２ 等

参数的取值，得到不同参数下的幅值⁃外激励力曲线

（图 ３）。 由图 ３ 可以看出，随着轴向速度和电流的增

加，曲线明显右移。 随着弹簧刚度的增加，曲线呈扩张

趋势，表明电流、轴向速度的改变对共振的振幅及频率

都有影响，而弹簧刚度主要对振幅有影响。
选取参数 ｉ１ ＝ １００ Ａ，ｉ２ ＝ １ ０００ Ａ，ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ，

Ｐ０ ＝ ３ ０００ Ｎ ／ ｍ，ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，Ｆ１ ＝ ３ ０００ Ｎ，Ｆ０ ＝
３ ０００ Ｎ， ｃ０ ＝ ４５ ｍ ／ ｓ，ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，εσ ＝ ０􀆰 ００６， 分别

改变 ｋ、Ｐ０、ｉ２ 等参数的取值，得到不同参数下的幅值⁃
轴向速度曲线。 由图 ４ 可以看出，随着弹簧刚度和外

激励力的增加，振幅有增大趋势。 随着电流的增加，共
振频率和振幅发生了明显改变。
４􀆰 ４　 振幅⁃导线电流（位置）曲线

　 　 选取参数 ｉ１ ＝ １００ Ａ，ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ，Ｐ０ ＝３ ０００ Ｎ ／ ｍ，
ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，ｄ２ ＝ ０􀆰 ０３ ｍ，Ｆ１ ＝３ ０００ Ｎ，Ｆ０ ＝３ ０００ Ｎ，
ｃ０ ＝ ４５ ｍ ／ ｓ，ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，εσ ＝ ０􀆰 ００６，分别改变 ｋ、ｄ２、
ｃ０ 等参数的取值，得到不同参数下的幅值⁃电流曲线

（图 ５）。 两条导线同时通电，导线电流 ｉ１ 值固定不变，
ｉ２ 从 ０ 开始增大，磁场强度先减小然后反向增大。 由

图 ５ 可以看到，轴向速度的增大，引起曲线左移且振幅

增加；距离的增大，引起曲线右移且振幅减小，说明轴

向速度和距离对于改变共振频率的作用相反；而弹簧

刚度的改变主要影响系统振幅的改变。
参考架于电线杆之间的双线输电线中，高压输电

线路的电流为 １ ４００ Ａ 等，选取参数 ｉ１ ＝ １ ０００ Ａ，ｉ２ ＝
１ ０００ Ａ，ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ，Ｐ０ ＝ ３ ０００ Ｎ ／ ｍ，ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，Ｆ１ ＝
３ ０００ Ｎ，Ｆ０ ＝ ３ ０００ Ｎ，ｃ０ ＝ ４５ ｍ ／ ｓ，ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，εσ ＝
０􀆰 ００６， 分别改变 ｉ２、ｃ０、Ｆ０ 等参数的取值，得到不同参

数下的幅值⁃距离曲线（图 ６）。 由图 ６ 并结合图 ５ 可

以看出，振幅随距离的变化曲线向左弯曲，表现为软弹

簧特性。 由式（３）可知，电流与距离对产生磁场的作

用相反。 随着电流、轴向速度和轴向力的增加，曲线右

移。 此现象说明，电流、轴向速度和轴向力对系统的振

幅和频率都有影响。
４􀆰 ５　 稳定性分析

　 　 选取参数 ｉ１ ＝１ ０００ Ａ，ｉ２ ＝１ ０００ Ａ，ｃ０ ＝ ４５ ｍ ／ ｓ，
ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ，Ｐ０ ＝ ３ ０００ Ｎ ／ ｍ，Ｆ０ ＝３ ０００ Ｎ，Ｆ１ ＝３ ０００ Ｎ，
ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，ｄ２ ＝ ０􀆰 ０３ ｍ，改变弹簧刚度 ｋ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ，
ｋ ＝ ２００ Ｎ ／ ｍ，ｋ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ， 分析稳态运动的稳定性

（图 ７）。 图 ７ 中圆圈标记曲线表示不稳定运动，三角

标记曲线表示稳定运动。 随着弹簧刚度的增加，稳定

性区域增大。
４􀆰 ６　 结果对比分析

　 　 选取参数 ｉ１ ＝ １ ０００ Ａ，ｉ２ ＝ １ ０００ Ａ，ｃ０ ＝ ４５ ｍ ／ ｓ，
ｃ１ ＝ ５ ｍ ／ ｓ，Ｐ０ ＝ ３ ０００ Ｎ ／ ｍ，Ｆ０ ＝ ３ ０００ Ｎ，Ｆ１ ＝ ３ ０００ Ｎ，
ｄ１ ＝ ０􀆰 ０４ ｍ，ｄ２ ＝ ０􀆰 ０３ ｍ，εσ ＝ ０􀆰 ００７ ０７１。 选取图

８（ａ） 中 幅 频 曲 线 上 的 稳 定 解 点 Ａ （０􀆰 ００７ ０７１，
０􀆰 ００６ ２２５） 对应的稳定稳态解 （ａ１０，ϕ４０）＝ （０􀆰 ００６ ２５，
０􀆰 ０４３ ２１６） 为初始条件，由式（１９）、式（２２）求得解析
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解，如图 ８（ｂ）、图 ８（ｃ）中的实线所示；相同初始条件

下利用龙格⁃库塔数值方法求解式（１０）得到数值解，如
图 ８（ｂ）、图 ８（ｃ）中的虚线所示。 通过比较发现，两种

方法得到的结果整体上吻合效果良好。

５　 结论

　 　 本文以两端弹性约束的轴向变速运动梁为研究对

象，得到梁的动力学控制方程。 基于多尺度法，研究系

统在主共振⁃参激共振联合作用下的非线性动力学行

为。 通过算例讨论了不同参数对系统稳态运动及稳定

性的影响，得到如下结论：
１） 在载流导线产生的磁场中及外激励力作用下，

轴向运动梁发生主⁃参联合共振，弹簧刚度、外激励力

主要影响系统的振幅，而轴向速度、电流、轴向力不仅

影响振幅，还影响系统的共振频率。
２） 数值解得到的结果与解析果吻合较好。 对稳

态运动进行稳定性分析发现，随着弹簧刚度的增加，稳
定性区域增大。
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