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摘要　 弹塑性临界点的确定对粗糙表面接触问题的研究至关重要。 为了解决现有的 Ｍ⁃Ｂ 模型弹塑性临界点确定

方法中，表征值不可测且难以应用的缺点，基于分形理论基本模型，运用数理统计得出了微凸体截断面积分布函数及概

率分布密度。 结合赫兹接触的理想弹、塑性接触模型得出了具有分形特征的平面⁃平面接触过程中的法向力模型。 基于

塑性变形时的实际接触面积与截断面积的区别，提出了修正因子，最后得出以临界法向力为表征量的弹塑性临界点确定

方法。 新方法以法向力为表征量且需通过校准试验得出，更具操作性与可信度。
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中图分类号　 Ｏ３６９　 　 　 　 　 　
Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｓ ｖｅｒｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｕｇｈ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｏｎｔａｃｔ

ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｓｈｏｒｔｃｏｍｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ Ｍ⁃Ｂ ｍｏｄｅｌ ｅｌａｓｔｏ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｉｓ ｕｎｍｅａｓｕｒａｂｌｅ ａｎｄ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ａｐｐｌｙ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｆｒａｃｔａｌ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ａｎｄ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ａｓｐｅｒｉｔｙ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ａｒｅａ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ． Ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ Ｈｅｒｔｚｉａｎ ｃｏｎｔａｃｔ， ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｐｌａｎｅ⁃ｐｌａｎｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｗｉｔｈ
ｆｒａｃｔａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ａｒｅａ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ａｒｅａ ｄｕｒｉｎｇ ｐｌａｓｔｉｃ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ａ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ａｎｄ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｏ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅ ａｓ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｑｕａｎｔｉｔｙ ｗａｓ ｆｉｎａｌｌｙ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｔａｋｅｓ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅ ａｓ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ
ｑｕａｎｔｉｔｙ ａｎｄ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｍｏｒｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｃｒｅｄｉｂｌｅ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 Ｍ⁃Ｂ ｍｏｄｅｌ； Ｆｒａｃｔａｌ ｔｈｅｏｒｙ； Ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ； Ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ａｒｅａ； Ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅ
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ： ＷＡＮＧ ＳｈｅｎｇＡｏ， Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗａｎｇｓｈｅｎｇａｏ１２３＠ １６３． ｃｏｍ
Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ Ｐｒｅ⁃Ｓｔｕｄｙ Ｐｒｏｊｅｃｔ（Ｎｏ． ４１４２６０３０１０７）．
Ｍａｎｕｓｃｒｉｐｔ ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２０２２０７２５，ｉｎ ｒｅｖｉｓｅｄ ｆｏｒｍ ２０２２１０３１．

０　 引言

　 　 利用分形理论研究粗糙表面接触问题由来已久。
ＭＡＪＵＭＤＡＲ Ａ等［１］ ２０５⁃２１６ 早在 １９９０ 年就将分形理论

应用到粗糙度表征及表面接触力学中，并且发现当表

面处理技术在观测尺度内是各向同性且为随机误差

时，由此产生的表面在该尺度范围内符合分形特征；
ＷＡＮＧ Ｓ等［２］提出了更为完善的 Ｍ⁃Ｂ 模型，并且研究

了具有分形特征的工程表面接触区的温度变化规律；

葛世荣等［３］提出了特征粗糙度的概念，并且论述了用

分形理论表征表面粗糙度的方法；ＹＡＮ Ｗ 等［４］ ３６１７⁃３６２４

通过分形理论分析得出总接触力，以及实际接触面积

分析模型，并为表面形貌参数和材料行为对接触界面

弹性和塑性变形演化的影响提供了新的见解；刘绍鹏

等［５］对螺栓连接界面进行了研究，发现了分形参数与

表面粗糙度的关联，并且揭示了螺栓预紧力与连接面

实际接触面积的关系；沈健等［６］提出了具有单向分形

特征的粗糙表面间的接触载荷模型，揭示了在此种状
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况下接触载荷与实际接触面积之间的关系；范立峰

等［７］研究了分形维数和特征尺度参数（葛世荣提出的

特征粗糙度）对接触界面法向接触刚度的影响。
Ｍ⁃Ｂ模型［４］３６１７⁃３６２４ 是分形理论研究粗糙表面众多

理论中的一种常用模型，认为在平面⁃平面摩擦接触过

程中，接触界面依次发生完全塑性形变和弹塑性形变，
具体机制：开始接触时，微凸体顶端最先接触刚性平

面，顶端曲率半径较小，故而应力较为集中［８］，发生纯

塑性变形；随着平面不断下压，微凸体由于变形、互相

融合等，顶端曲率半径不断变大，此时弹性行为的特征

不断增强，接触界面处于弹塑性混合接触状态。
在 Ｍ⁃Ｂ 模型平面⁃平面摩擦接触过程中，弹性行

为出现的分界点称为弹塑性临界点。 现有文献中对

Ｍ⁃Ｂ模型中弹塑性临界点的判断，主要以临界截断面

积 ｓｃ 为判断依据。 通过确定接触过程中最大截断面

积 ｓｍ 与临界截断面积 ｓｃ 的关系来判断弹塑性临界点。
当ｓｍ≤ｓｃ 时，摩擦副处于纯塑性接触状态；当 ｓｍ＞ｓｃ 时，
摩擦副处于弹性接触与塑性接触的混合状态。 其中临

界截断面积 ｓｃ 的确定是关键，确定方法主要源于

ＭＡＪＵＭＤＡＲ Ａ等［４］ ３６１７⁃３６２４［９］的研究。
以上判断面⁃面摩擦过程中弹塑性临界点的方法

有以下不足：一是判据难以获得及使用。 以临界截断

面积 ｓｃ 为判断依据，但此参数仅用于理论分析，无法

在试验中直观测量，作为临界点判断依据，在实际操作

中较难应用。 二是临界截断面积 ｓｃ 计算模型存在缺

陷。 根据材料的屈服曲线可知，在弹性⁃塑性临界点

处，材料中的应力应该连续，但是对于现有方法来说，
当截断面积等于临界截断面积 ｓｃ 时，根据赫兹接触理

论［１０］４８⁃５０，代入微凸体的理想弹、塑性接触载荷计算模

型，所得结果显示材料中的应力在临界点处存在突变，
与材料屈服曲线所揭示的应力连续规律相悖，说明现

有方法存在缺陷。
本文基于分形理论基本模型，运用数理统计手段

得出微凸体截断面积分布函数及概率分布密度。 针对

以往弹塑性临界点的不足之处进行了改进，提出了新

的临界截断面积模型及分形表面接触过程中的法向力

模型。 考虑到微凸体塑性变形时的实际接触面积与截

断面积的区别，在其中引入了修正因子，并据此提出了

以临界法向力为表征量的弹塑性临界点确定方法。

１　 微凸体截断面积分布模型

　 　 分形理论［１］２０５⁃２１６ 认为，截断面积大于等于 ｓ 的微

凸体个数 Ｎ 满足：

Ｎ（ ｓ） ＝ （
ｓｍ
ｓ
）

Ｄ－１
２ （１）

式中，Ｄ 为微凸体表面的二维分形维数；ｓｍ 为微凸体

最大截断面积。 故而，截断面积为 ｓｉ 的微凸体的个数

ｎ（ ｓｉ）为［４］ ３６１７⁃３６２４

ｎ（ ｓｉ） ＝
Ｄ － １
２ｓｍ
（
ｓｍ
ｓｉ
）

Ｄ－１
２ （２）

２　 实际接触面积

　 　 根据 Ｍ⁃Ｂ 模型，两接触平面的实际接触面积 Ｓ
如下：

当 ｓｍ≤ｓｃ 时，微凸体为完全塑性接触状态，此时

Ｓ ＝ （Ｄ
－ １

３ － Ｄ
） ｓｍ （３）

　 　 当 ｓｍ＞ｓｃ 时，弹性接触和塑性接触同时存在，且

Ｓ ＝ Ｄ － １
６ － ２Ｄ

［１ ＋ （
ｓｃ
ｓｍ
）
３－Ｄ
２ ］ ｓｍ （４）

３　 弹塑性临界点

３􀆰 １　 临界截断面积

　 　 金属材料的屈服曲线示意图如图 １所示。

图 １　 金属材料屈服曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｙｉｅｌｄ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｍｅｔａｌ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

由图 １可看出，金属材料屈服过程中有 ６个节点，
其中，ｂ、ｄ、ｅ 三点为关键节点，它们将曲线分成 ４ 段，
材料在这 ４个阶段的应力⁃应变关系不同，一般分别称

为弹性阶段、屈服阶段、强化阶段和颈缩阶段［１１］。
由图 １可得，在弹塑性变形的分界点，也就是屈服

点，应力连续。 对 Ｍ⁃Ｂ模型来说，在临界截断面积处，
接触状态发生了变化，计算方法也发生了变化，但此时

应力应连续。
３􀆰 １􀆰 １　 理想塑性接触载荷

　 　 根据赫兹接触理论［１０］ ４６⁃７２，实际接触面积为 Ｓｉ 的
微凸体的理想塑性接触载荷为

Ｐｐ（Ｓｉ） ＝ ＨＳｉ （５）
　 　 处于塑性接触状态的实际接触面积 Ｓｉ 应略大于

截断面积 ｓｉ，两者并不相等［４］ ３６１７⁃３６２４。 故令

Ｓｉ ＝ ａｓｉ （６）
式中，ａ 为修正系数；Ｈ 为材料硬度。

此时，微凸体理想塑性接触载荷与截断面积的关

系为
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Ｐｐ（ ｓｉ） ＝ ａＨｓｉ （７）
３􀆰 １􀆰 ２　 理想弹性载荷

　 　 根据赫兹接触理论［１０］４６⁃７２，实际接触面积为 Ｓｉ 的
微凸体的理想弹性接触载荷为

Ｐｅ（Ｓｉ） ＝
４ πＥ∗ＧＤ－２Ｓ

４－Ｄ
２
ｉ

３
（８）

　 　 在理想弹性接触状态下，实际接触面积与截断面

积之间的关系为［１２］

Ｓｉ ＝
１
２
ｓｉ （９）

　 　 由此得出，微凸体理想塑性接触载荷与截断面积

的关系为

Ｐｅ（ ｓｉ） ＝
２

Ｄ
２ πＥ∗ＧＤ－２ｓ

４－Ｄ
２
ｉ

３
（１０）

式中，Ｇ 为分形粗糙度；Ｅ∗为等效弹性模量。
３􀆰 １􀆰 ３　 临界截断面积模型

　 　 对某一截断面积等于临界截断面积 ｓｃ 的微凸体

来说，其接触模式在此时由理想塑性接触状态转变为

理想弹性接触状态。 由应力连续理论，其内部应力应

连续，故
Ｐｅ（ ｓｃ） ＝ Ｐｐ（ ｓｃ） （１１）

结合式（７）和式（１０），可得

ｓｃ ＝ （
２

Ｄ
２ πＥ∗ＧＤ－２

３ａＨ
）
２

Ｄ－２ （１２）

３􀆰 ２　 临界点的确定

　 　 当 ｓｍ≤ ｓｃ 时，微凸体为完全塑性接触状态。 此

时，结合式（２）和式（７），可推出

Ｐ总 ＝ ∫ｓｍ
ｓ１
Ｐｐ（ ｓｉ）ｎ（ ｓｉ）ｄｓｉ ＝ ａ（Ｄ

－ １
３ － Ｄ

）Ｈｓｍ （１３）

此时，结合式（３），可得其摩擦因数［１３］为

μ ＝ τＳ
Ｐ总

＝ τ（Ｄ
－ １

３ － Ｄ
） ｓｍ ［ａ（

Ｄ － １
３ － Ｄ

）Ｈｓｍ］ ＝
τ
ａＨ
（１４）

式中，τ 为摩擦副两种材料中较软材料的剪切强度。
当 ｓｍ＞ ｓｃ 时，微凸体为弹塑性混合接触状态。

总载荷分为弹性接触载荷与塑性接触载荷。 结合

式（１） 、式（２） 、式（ ７）和式（ １０）得，微凸体总载荷

Ｐ总为

Ｐ总 ＝ Ｐｐ ＋ Ｐｅ ＝ ［Ｎ总 － Ｎ（ ｓｃ）］∫ｓｃ
ｓ１
Ｐｐ（ ｓｉ）ｎ（ ｓｉ）ｄｓｉ ＋ Ｎ（ ｓｃ）∫ｓｍ

ｓｃ
Ｐｅ（ ｓｉ）ｎ（ ｓｉ）ｄｓｉ ＝

　 ａ（Ｄ
－ １

３ － Ｄ
）Ｈ（

ｓｃ
ｓｍ
）
３－Ｄ
２ ｓｍ ＋

２
Ｄ
２ πＥ∗ＧＤ－２（Ｄ － １）
３（５ － ２Ｄ）

ｓ
Ｄ－１
２
ｍ ｓ

５－２Ｄ
２
ｍ － ｓ

５－２Ｄ
２
ｃ( ) ＝

　 ｐ（ａ，ｓｍ） （１５）
　 　 在这种情况下，结合式（４），可得接触面摩擦因

数为

　 μ ＝ τＳ
Ｐ总

＝ τ
ｐ（ａ，ｓｍ）

Ｄ － １
６ － ２Ｄ

［１ ＋ （
ｓｃ
ｓｍ
）
３－Ｄ
２ ］ ｓｍ （１６）

式中，最大修正因子一般为固定值，可以通过试验测

定，而最大截断面积 ｓｍ 与法向载荷有关，并随着法向

载荷的增大而增大。 由式（１４）及式（１６）可以看出，在
试验对象不变的情况下，摩擦因数与修正因子 ａ、最大

截断面积 ｓｍ 有关。
以 ４５号钢数据为例，说明此模型的变化规律。 所

有物理量的单位均已转换为国际标准单位，具体数据

如表 １所示。

表 １　 示例材料的部分物理量取值

Ｔａｂ． １　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

分形维数
Ｆｒａｃｔａｌ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｄ

分形粗糙度
Ｆｒａｃｔａｌ ｒｏｕｇｈｎｅｓｓ

Ｇ ／ ｍ

硬度
Ｈａｒｄｎｅｓｓ Ｈ ／ Ｐａ

等效弹性模量
Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ∗ ／ Ｐａ

临界截断面积
Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ
ａｒｅａ ｓｃ ／ ｍ

２

２􀆰 ４６ ２． ００ × １０ －９ ２． ６２ × １０８ ２． ３４ × １０１１ ４． ４６ × １０ －６

　 　 图 ２ 为修正因子 ａ 取 １􀆰 ０、１􀆰 １、１􀆰 ２ 时，摩擦因数

与最大截断面积的函数关系图。
由图 ２可知，在最大截断面积从 ０ 开始逐渐增大

的过程中，摩擦因数先是保持恒定，此时摩擦状态为纯

塑性接触，ｓｍ≤ｓｃ，摩擦因数模型对应于式（１４）；而后

在最大截断面积到达临界截断面积后，摩擦转为弹塑

性接触状态，摩擦因数模型对应于式（１６）。 可以看

出，摩擦因数模型在临界截断面积处的变化较为明显，
故而可据此确定弹塑性临界点。

４　 确定弹塑性临界点的方法

４􀆰 １　 确定修正因子 ａ
　 　 进行校准试验，根据试验结果，判断试验是否处于

纯塑性摩擦状态，找出符合式（１４）的试验状态，进而
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图 ２　 摩擦因数与最大截断面积关系

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ａｒｅａ

拟合得出 ａ。
判断试验是否在纯塑性接触状态的标准如下：
１）法向载荷从 ０开始的初期。 由图 １及以上分析

可知，纯塑性接触发生在摩擦副法向力从 ０ 开始加载

的初始阶段，故而要想判断试验是否处于纯塑性阶段，
需控制法向载荷从 ０开始加载。

２）摩擦因数变化较小相对恒定。 由式（１４）可知，
在试验对象不变的情况下，剪切强度 τ、材料硬度 Ｈ 与

修正因子 ａ 都保持恒定，故此时摩擦因数恒定。 实际

试验中，随机误差不可避免，故而摩擦因数的试验测量

值一般都有波动，具体波动幅度受试验方法及测量设

备精度影响。 在摩擦因数未发生图 １中临界点附近的

明显变化之前，都可认定其处于纯塑性接触状态。
而后根据试验测得的摩擦因数值，得出修正因

子 ａ 的值，计算式为

ａ ＝ τ
μＨ

（１７）

４􀆰 ２　 计算临界截断面积 ｓｃ
　 　 临界截断面积 ｓｃ 的计算方法为

ｓｃ ＝ （
２

Ｄ
２ πＥ∗ＧＤ－２

３ａＨ
）
２

Ｄ－２ （１８）

式中，若摩擦副两部分为不同材料［１４］，则

Ｅ∗＝ （
１ － ν２１
Ｅ１

－
１ － ν２２
Ｅ２
） －１ （１９）

Ｇ ＝ １０
５􀆰 ２６

Ｒ０􀆰 ０４２ａ
－３

（２０）
Ｄ ＝ １􀆰 ５４Ｒ －０􀆰 ０４２

ａ ＋ １ （２１）
式中，Ｒａ 为较软材料的表面粗糙度；ν１、ν２ 分别为摩擦

副中两种材料的泊松比；Ｅ１、Ｅ２ 分别为两种材料的弹

性模量。
若摩擦副两部分为同种材料，则 Ｒａ 为两者中较大

的表面粗糙度的值，且［１０］ ４８

Ｅ∗＝ Ｅ
１ － ν２

（２２）

４􀆰 ３　 确定临界载荷 Ｐｃ

　 　 临界载荷即为最大截断面积 ｓｍ 等于临界截断面

积 ｓｃ 时的法向载荷，此时可认定摩擦副仍处于纯塑性

接触状态，结合式（１３），可知其计算方法为

Ｐｃ ＝ ａ（Ｄ
－ １

３ － Ｄ
）Ｈｓｃ （２３）

由此即可确定摩擦试验中的临界载荷 Ｐｃ。
在试验载荷小于此临界载荷时，摩擦副处于完全

塑性接触状态；大于此临界载荷时，摩擦副处于弹性接

触与塑性接触的混合状态。

５　 仿真模拟验证

５􀆰 １　 建立模型

　 　 以分形理论中的 Ｍ⁃Ｂ模型为研究对象，故须先建

立一个符合分形特征的粗糙表面。 模型表面轮廓曲线

方程为

ｚ（ｘ） ＝∑
６

ｎ ＝ ０
１􀆰 ５（Ｄ－２）ｎ［１ － ｃｏｓ（１􀆰 ５ｎｘ）］ （２４）

　 　 然后，根据此表面轮廓曲线建立模型，本次仿真采

用 Ｍａｔｌａｂ进行建模，并将 Ｐｙｔｈｏｎ语言脚本导入 Ａｂａｑｕｓ
中，进行二次开发，建立完整的微观粗糙表面。 完整表

面模型如图 ３所示。

图 ３　 分形表面模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｒａｃｔａｌ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｏｄｅｌ

模型上滑块的摩擦表面是理想刚性平面，滑动基底

为具有分形表面特征的金属材料，其物理参数设置为：
弹性模量为 １４３ ０００ ＭＰａ，泊松比为 ０􀆰 ２９１，屈服应力为

５９０ ＭＰａ。 为使仿真分析更加精密，基底采用三角形网

格，滑块则出于运算方便的考虑，采用四边形网格。
５􀆰 ２　 结果分析

　 　 设置计算时长为 ６ ｓ，运动速度为 １ ｃｍ ／ ｓ，分别取

不同法向力及分形维数 Ｄ，计算每种状况下的切向力

及摩擦因数。 将接触界面的所有切向应力汇总求和，
即为滑块所受摩擦力，再除以对应的法向力，即得出其

摩擦因数。 所有模拟计算的具体结果如表 ２ 所示，以
法向力为横坐标，摩擦因数为纵坐标，可以将表 ２转化

为图形，其中的摩擦因数变化率是指当前节点与前一

节点之间的斜率，转化后的图形如图 ４所示。
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表 ２　 不同法向力与分形维数时的摩擦因数模拟结果

Ｔａｂ． ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

法向载荷
Ｎｏｒｍａｌ ｌｏａｄ Ｆｎ ／ Ｎ

仿真结果
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

摩擦因数变化率
Ｒａｔｅ ｏｆ ｃｈａｎｇｅ ｉｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ／ ％

与理论值相对误差
Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ／ ％

Ｄ＝ ２􀆰 ３ Ｄ＝ ２􀆰 ４ Ｄ＝ ２􀆰 ５ Ｄ＝ ２􀆰 ３ Ｄ＝ ２􀆰 ４ Ｄ＝ ２􀆰 ５ Ｄ＝ ２􀆰 ３ Ｄ＝ ２􀆰 ４ Ｄ＝ ２􀆰 ５
１ ０􀆰 ５６２ ０􀆰 ６２０ ０􀆰 ７２２ — — — －０􀆰 ７６ ０􀆰 ５４ ６􀆰 ９６
１０ ０􀆰 ５５５ ０􀆰 ６１９ ０􀆰 ７１５ －１􀆰 １９ －０􀆰 １２ －０􀆰 ９３ －１􀆰 ９４ ０􀆰 ４２ ５􀆰 ９７
２０ ０􀆰 ５５１ ０􀆰 ６１６ ０􀆰 ７０９ －０􀆰 ８４ －０􀆰 ５６ －０􀆰 ９３ －２􀆰 ７７ －０􀆰 １４ ４􀆰 ９８
３０ ０􀆰 ５４９ ０􀆰 ５４８ ０􀆰 ５６９ －０􀆰 ３６ －１０􀆰 ９８ －１９􀆰 ７６ －３􀆰 １２ －１１􀆰 １０ －１５􀆰 ７６
６０ ０􀆰 ５０２ ０􀆰 ４９０ ０􀆰 ５０２ －８􀆰 ５５ －１０􀆰 ５８ －１１􀆰 ７７ ０􀆰 ０１ －７􀆰 １７ －１０􀆰 ２８
９０ ０􀆰 ４６０ ０􀆰 ４６９ ０􀆰 ４６０ －８􀆰 ２９ －４􀆰 ４１ －８􀆰 ２９ －０􀆰 ０１ －３􀆰 ８９ －９􀆰 ７９
１２０ ０􀆰 ４３２ ０􀆰 ４５９ ０􀆰 ４５５ －６􀆰 ２０ －１􀆰 ９７ －１􀆰 ０３ －１􀆰 ４５ ０􀆰 ００ －５􀆰 １４
１５０ ０􀆰 ４２９ ０􀆰 ４３７ ０􀆰 ４４９ －０􀆰 ５７ －４􀆰 ９８ －１􀆰 ３８ １􀆰 １４ －１􀆰 ５０ －２􀆰 ３８
１８０ ０􀆰 ４１８ ０􀆰 ４３４ ０􀆰 ４４８ －２􀆰 ５４ －０􀆰 ６１ －０􀆰 ２０ １􀆰 ３０ ０􀆰 ６２ －０􀆰 ６５
２１０ ０􀆰 ４０６ ０􀆰 ４２５ ０􀆰 ４４６ －２􀆰 ８９ －１􀆰 ９７ －０􀆰 ４７ ０􀆰 ３６ ０􀆰 ７２ １􀆰 ０６
２４０ ０􀆰 ３９９ ０􀆰 ４１２ ０􀆰 ４３９ －１􀆰 ６３ －３􀆰 ２１ －１􀆰 ４８ －０􀆰 ０１ －０􀆰 ９０ １􀆰 ２８
２７０ ０􀆰 ３９７ ０􀆰 ４０８ ０􀆰 ４３７ －０􀆰 ７４ －０􀆰 ９７ －０􀆰 ６７ ０􀆰 ６４ －０􀆰 ７２ ２􀆰 ０４
３００ ０􀆰 ３９１ ０􀆰 ４０４ ０􀆰 ４３０ －１􀆰 ４７ －０􀆰 ８１ －１􀆰 ５６ ０􀆰 ００ －０􀆰 ５６ １􀆰 ７８
３６０ ０􀆰 ３８７ ０􀆰 ４００ ０􀆰 ４２７ －０􀆰 ８８ －０􀆰 ９７ －０􀆰 ５７ ０􀆰 ８５ ０􀆰 ５６ ３􀆰 ０１

图 ４　 不同法向力与分形维数时的摩擦因数模拟结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

　 　 由表 ２可以看出，有限元计算结果与理论模型预

测结果摩擦因数在 ０～３０ Ｎ的小载荷阶段相对误差较

大，最大可达 ６􀆰 ９６％；在 ３０～９０ Ｎ载荷区间，摩擦因数

快速变化，表明此阶段微凸体由纯塑性接触状态转向

弹塑性接触状态，相对误差最大，其中最大相对误差出

现在 Ｄ＝ ２􀆰 ５且法向载荷为 ３０ Ｎ处，为－１５􀆰 ７６％；在法

向载荷大于 ９０ Ｎ阶段，有限元计算结果与理论模型预

测结果吻合较好，相对误差均保持在 ５􀆰 １４％以内。 总

体而言，在弹塑性临界点之后，摩擦因数变化趋势与模

型预测一致；在弹塑性临界点之前和弹塑性临界点处，
理论模型与仿真结果稍有偏差，但相对误差仍可接受。
有限元计算结果与理论模型预测结果大部分数据点的

误差小于 １０％。
由此可得，此模型对弹塑性临界点的预测是准确

的。 在弹塑性临界点之后，摩擦因数变化趋势与模型

预测完全吻合，而在弹塑性临界点之前的初始部分，虽
然不完全吻合，但是差别并不是很大。 摩擦因数变化

规律突变的临界点就是弹塑性临界点。

６　 结论

　 　 通过以上分析推导，本文主要工作可总结如下：
１）提出了更为明确具体的微凸体截断面积分布

模型。 分析并推进分形接触模型，运用数理统计方法，
得到了微凸体截断面积分布函数与概率分布密度。

２）提出了修正因子。 考虑了微观接触时，塑性接

触面积与理想塑性接触面积不同，由此提出了修正因

子并对模型进行修正。
３）提出了新的 Ｍ⁃Ｂ 模型弹塑性临界点的确定方

法。 基于临界点处弹塑性应力连续的原则，提出了新

的临界截断面积模型，并提出了新的 Ｍ⁃Ｂ 模型弹塑性

临界点的确定方法，以临界载荷这一可测量的物理量

为临界点表征参数。
４）使用仿真手段对所提模型进行了验证，证明本

模型确定 Ｍ⁃Ｂ模型中弹塑性临界点的可行性。
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