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摘要　 应用多尺度法，对随机窄带激励下人体手臂与振动机械耦合系统的第 １阶主共振进行分析，建立手臂系统的

二自由度非线性动力学方程。 依次求解系统第 １阶主共振的幅频响应方程和 Ｉｔｏ随机微分方程。 为研究随机振动下变

量的分布规律，使用矩估计法计算第 １阶主共振随机均方响应期望和均方值的近似表达式。 通过数值分析得到人体手

臂系统内参数对主共振的影响。 结果表明，第 １阶主共振的均方响应曲线与它们的幅频响应曲线结构相近具有拓扑关

系，增大外激励的幅值主共振振幅的均方值和共振区域均增大，而系统阻尼的增大则会使均方值和共振区域减小。 非线

性刚度系数的改变对系统影响很小。
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０　 引言

　 　 随着社会生产的不断发展，涌现了多种不同的机

械工具（如电钻、砂轮机、气锤等），提高了工人的生产

效率、方便了人们的生活，但它们不可避免地会有振动

和噪声的产生。 这些振动工具通过手柄或扶手把振动

传递给人体手臂系统的过程统称为手传振动［１］。 长

期接触手传振动可能会引发多种类型的疾病（如雷诺

氏病［２］），并伴有相关症状（如血液供应不足，神经、肌
腱和手臂系统肌肉受损等）。 曹阳等［３］研究了井窑孔

制作机的关键部件沿手臂振动的传递特性，发现手臂

系统对振动能量的吸收与耗散和所受激励的频率有



　 第 ４６卷第 ４期 杨志安等： 有界窄带激励下手臂系统主共振分析 ８０３　　 　

关。 ＤＯＮＧ Ｒ Ｇ等［４］建立了人体手臂系统与振动工具

的线性耦合模型，对振动吸收功率进行分析发现不同

频率状态下吸收功率并不相同，有必要对幅频响应特

性进行进一步研究。 李健［５］将人体手臂系统等效为

弹簧⁃阻尼⁃质量块模型并对机械阻抗进行计算，与实

验数据对比发现，机械阻抗并不符合线性特征。 孟和

等［６］９８ 对手臂系统的生物力学特性进行了研究发现，
人体肌肉等软组织的应力⁃应变曲线接近三次方曲线

的规律，表明对手臂系统的幅频响应分析应充分考虑

非线性的影响。 杨志安等［７］为研究人体手部的振动

响应特性，建立了单自由度非线性动力学方程，运用多

尺度法［８］求解了系统在简谐激励下的主共振。 由于

振动机械作为激励源仅用简谐激励代替可能并不准

确，所以为研究有界窄带随机激励对人体手臂的影响，
本文建立了人体手臂系统的二自由度非线性动力学模

型，应用多尺度法计算了第 １ 阶主共振的幅频响应方

程和随机均方响应的近似表达式。 使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
法［９］仿真计算得到系统的时间历程曲线和相图。

１　 人体手臂系统非线性动力学方程

　 　 人体手臂是由骨骼、肌肉、组织、组成的，其中骨

骼与肌肉的占比最多，且每种成分的刚度和阻尼并

不相同具有复杂的生物力学特性。 本文从机械动力

学角度出发，为研究手臂系统的振动特性，将其等效

模化为由骨骼和肌肉构成的二自由度质量⁃弹簧⁃阻
尼系统（图 １）。 由文献［６］ ９８ 可知，骨骼的非线性特

性较弱对手臂系统建模影响不大，而肌肉组织的非

线性特性很强对系统的响应影响很大，且应力应变

曲线接近三次方曲线的规律，因此模型应该有立方

和平方非线性刚度。

图 １　 手臂系统模型

Ｆｉｇ． １　 Ａｒｍ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌ

根据牛顿第二定律得到系统的动力学方程为

　

ｍ１ ｘ̈１＋（ｃ１＋ｃ２） ｘ·１＋（ｋ１＋ｋ２）ｘ１－ｃ２ ｘ·２－ｋ２ｘ２＋
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ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

式中， ｍ１ 为手臂系统骨骼质量； ｍ２ 为肌肉组织的质量；
ｋ１ 和 ｃ１ 分别为骨骼与人体之间关节链接键的刚度和阻

尼； ｋ２和 ｃ２分别为骨骼与肌肉组织间的刚度和阻尼； ｋ′２
和 ｋ″２ 分别为肌肉组织的非线性刚度系数； ｆ（ｔ） 为骨骼

系统和肌肉组织受到的窄带随机激励，一个窄带随机过

程［１０］的谱密度函数只在一个很小的频带内有较大的值

且带宽要比整个过程的中心频率小，与简谐激励不同它

的激励频率是不断变化的，且功率谱密度函数具有尖峰

特点［１１］。 由于振动工具的振动频率都有一定的带宽，
且大多数能量都集中在中心频率范围内，所以引入窄带

随机激励作为振动源有实际意义，其中，
ｆ（ ｔ） ＝ ｆｃｏｓ［Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ）］

式中， ｆ ＞ ０ 为激励的幅值； Ω 为随机激励的中心频

率； Ｗ（ ｔ） 为一标准的维纳过程； γ ≥ ０ 为随机激励的

带宽，本文主要研究 γ≪１时的情形。 将式（１）进一步

化简得

ｘ̈１ ＋ ω２１ｘ１ ＝ － α１ｘ·１ ＋ α２ｘ·２ ＋ γ１ｘ２ － η１ｘ３１ ＋ ３η１ｘ２１ｘ２ －

　 　 　 ３η１ｘ１ｘ２２ ＋ η１ｘ３２ － η２ｘ２１ ＋ ２η２ｘ１ｘ２ － η２ｘ２２ ＋

　 　 　 ｆｃｏｓ［Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ）］
ｍ１

ｘ̈２ ＋ ω２２ｘ２ ＝ α３ｘ·１ － α３ｘ·２ ＋ γ２ｘ１ ＋ η３ｘ３１ － ３η３ｘ２１ｘ２ ＋

　 　 ３η３ｘ１ｘ２２ － η３ｘ３２ ＋ η４ｘ２１ － ２η４ｘ１ｘ２ ＋ η４ｘ２２ ＋

　 　 ｆｃｏｓ［Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ）］
ｍ２
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式中， ω２１ ＝
ｋ１ ＋ ｋ２
ｍ１

；ω２２ ＝
ｋ２
ｍ２
；α１ ＝

ｃ１ ＋ ｃ２
ｍ１

；α２ ＝
ｃ２
ｍ１
；

α３ ＝
ｃ２
ｍ２
；γ１ ＝

ｋ２
ｍ１
；γ２ ＝

ｋ２
ｍ２

η１ ＝
ｋ′２
ｍ１
；η２ ＝

ｋ″２
ｍ１
；η３ ＝

ｋ′２
ｍ２
；

η４ ＝
ｋ″２
ｍ２
。

２　 窄带激励下第 １ 阶主共振理论分析

　 　 采用多尺度法对骨骼系统的主共振进行分析，多
尺度法多用于求解确定性振动的问题中，后来逐渐推

广到窄带随机激励下的振动求解。 当外界激励的频率

接近第 １阶系统的固有频率时会导致第 １阶主共振的

产生，即使是很小的激励幅值也能引起强烈的共振。
根据人体仿生学［１２］和生物力学理论［６］９８ 的研究发现，
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人体手臂系统符合弱非线性系统的运动规律，因此在

阻尼项、惯性项、外激励、非线性项前冠以小参数 ε，并
使用多尺度法对弱非线性系统进行求解。 故当 Ω ＝
ω１ ＋ εσ１ 时，引入小参数 ε 和调谐量 σ１ 仅对骨骼系统

的主共振进行非线性分析，且暂不考虑耦合系统中内

共振的影响。 本文研究 ０≤γ≪１ 的情况，将式（２）中
的第一个公式写成

ｘ̈１ ＋ ω２１ｘ１ ＝ ε｛α２ｘ·２ － α１ｘ·１ － η１ｘ３１ ＋ ３η１ｘ２１ｘ２ － ３η１ｘ１ｘ２２ ＋

η１ｘ３２ － η２ｘ２１ ＋ ２η２ｘ１ｘ２ － η２ｘ２２ ＋
ｆｃｏｓ［Ω ｔ ＋ γＷ（ｔ）］

ｍ１
｝ ＋ γ１ｘ２

（３）
　 　 采用 Ｔ０、Ｔ１ 两个时间尺度，设式（３）的解为

ｘ１（ ｔ，ε） ＝ ｘ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｘ１２（Ｔ０，Ｔ１） （４）
ｘ２（ ｔ，ε） ＝ ｘ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｘ２２（Ｔ０，Ｔ１） （５）

式中， Ｔ０ ＝ ｔ Ｔ１ ＝ εＴ０。 记 导 数 算 子 为 Ｄ０ ＝ ∂
∂Ｔ０
，

Ｄ１ ＝
∂
∂Ｔ１
。

将式（４）、式（５）代入式（３），对比 ε 零次幂和一次

幂的系数，得到一组线性偏微分方程为

Ｄ２０ｘ１１ ＋ ω２１ｘ１１ ＝ ０ （６）
Ｄ２０ｘ１２ ＋ ω２１ｘ１２ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ１１ ＋ α２Ｄ０ｘ２１ － α１Ｄ０ｘ１１ ＋

　 　 γ１ｘ２１ － η１ｘ３１１ ＋ ３η１ｘ２１１ｘ２１ － ３η１ｘ１１ｘ２２１ ＋ η１ｘ３２１ －

　 　 η２ｘ２１１ ＋ ２η２ｘ１１ｘ２１ － η２ｘ２２１ ＋
ｆｃｏｓ［Ωｔ ＋ γＷ（ ｔ）］

ｍ１
（７）

式（６）的解为

ｘ１１ ＝ Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉω１Ｔ０ ＋Ａ－ １（Ｔ１）ｅ

－ｉω１Ｔ０ （８）
其中，

Ａ１ ＝
ａ１（Ｔ１）
２
ｅｉβ１（Ｔ１），Ａ－ １ ＝

ａ１（Ｔ１）
２
ｅ －ｉβ１（Ｔ１） （９）

式中， ａ１ 为第 １阶模态振幅； β１ 为对应的初相位。 将

式（９）代入式（８），可得消除久期项的条件为

－ ２ｉω１Ｄ１Ａ１ ＋ α１ｉω１Ａ１ ＋ ３η１Ａ２１Ａ
－
１( ) ＋ ｆ

２ｍ１
ｅｉ［σ１Ｔ１＋γＷ（Ｔ１）］ ＝ ０

（１０）
　 　 把式（９）代入式（１０）并分离实部和虚部得

　
Ｄ１ａ１ ＝ －

α１ａ１
２
＋ ｆ
２ｍ１ω１

ｓｉｎ φ１

ａ１Ｄ１φ１ ＝σ１ａ１－
３η１
８ω１

ａ３１＋
ｆ

２ｍ１ω１
ｃｏｓ φ１＋ａ１γＷ′（Ｔ１）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）
式中， φ１ ＝ σ１Ｔ１ ＋ γＷ（Ｔ１） － β１。

先考虑 γ ＝ ０ 时的情况，此时式（１１）变为确定性

系统，即

Ｄ１ａ１ ＝ －
α１ａ１
２

＋ ｆ
２ｍ１ω１

ｓｉｎ φ１

ａ１Ｄ１φ１ ＝ σ１ａ１ －
３η１
８ω１

ａ３１ ＋
ｆ

２ｍ１ω１
ｃｏｓ φ１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

　 　 为了求解手臂系统的稳态振动，假定 Ｄ１ａ１ ＝ ０，
Ｄ１φ１ ＝ ０，可以得到稳态系统的幅频响应方程为

（ －
α１ａ１
２
） ２ ＋ （σ１ａ１ －

３η１
８ω１

ａ３１） ２ ＝ （
ｆ

２ｍ１ω１
） ２ （１３）

　 　 由式（１３）可知，在合理的范围内，幅频响应方程

的解可能有多个，但并不全为稳态解。 为讨论解的稳

定性，将式（１２）线性化，形成关于振幅和相位扰动量
Δａ１、Δφ１ 的自治微分方程，即

　

Ｄ１Δａ１ ＝ －
α１
２
Δａ１ ＋

ｆ
２ｍ１ω１

ｃｏｓ φ１Δφ１

Ｄ１Δφ１ ＝ －
３η１
４ω１

ａ１Δａ１ －
ｆ

２ｍ１ω１ａ２１
ｃｏｓ φ１Δａ１ －

　 　 　 　 ｆ
２ｍ１ω１ａ１

ｓｉｎ φ１Δφ１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１４）

　 　 消去式（１４）中的 φ１，得到特征方程：

ｄｅｔ
－
α１
２

－ λ１ － ａ１（σ１ －
３η１
８ω１

ａ２１）

１
ａ－ １
（σ１ －

３η１ａ１
４ω１

－
３η１ａ１
８ω１

） －
α１
２

－ λ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１５）
　 　 将式（１５）展成行列式后，根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ判据

可得出稳态解稳定的充要条件：
α２１
４

＋ （σ１ －
３η１
８ω１

ａ２１）（σ１ －
３η１ａ２１
４ω１

－
３η１ａ２１
８ω１

） ＞ ０

（１６）
　 　 当 γ≠０时，由于激励是有界窄带，所以 γ≪１，故
设式（１１）的解为

ａ１ ＝ ａ０ ＋ ａ３，φ１ ＝ φ０ ＋ φ３ （１７）
式中， ａ０、φ０ 可由式（１２）的解确定； ａ３、φ３ 为摄动项。
将式（１７）代入式（１１）中不计关于 ａ３、φ３ 的高阶项，便
得到式（１１）在点 （ａ０，φ０） 的线性方程：

ａ′３ ＝ －
α１
２
Δａ１ ＋ （

３η１ａ３０
８ω１

－ σ１ａ０）Δφ１

φ′３ ＝ － （
９η１ａ０
８ω１

－
σ１
ａ０
）Δａ１ －

α１
２
Δφ１ ＋ γＷ′

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

　 　 式（１８）可写成对应的 Ｉｔｏ微分方程：

ｄａ３ ＝ ［ －
α１
２
Δａ１ ＋ （

３η１ａ３０
８ω１

－ σ１ａ０）Δφ１］ｄＴ１

ｄφ３ ＝ ［ － （
９η１ａ０
８ω１

－
σ１
ａ０
）Δａ１ －

α１
２
Δφ１］ｄＴ１ ＋ γｄＷ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）
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　 　 可根据矩法［１３］求解方程的 １阶稳态矩，对式（１９）
取数学期望得

Ｅａ３ ＝ Ｅφ３ ＝ ０ （２０）
　 　 由 Ｉｔｏ 微分法则可求出式 （ １９）的均方值 Ｅａ２３、
Ｅａ３φ３、Ｅφ２３，将式（１９）写成如下形式：

ｄａ３ ＝ ［ － Ｑ１ａ３ － Ｑ２φ３］ｄＴ１
ｄφ３ ＝ ［Ｑ３ａ３ － Ｑ１φ３］ｄＴ１ ＋ γｄＷ{ （２１）

式中， Ｑ１ ＝
α１
２
；Ｑ２ ＝ σ１ａ０ －

３η１ａ３０
８ω１

；Ｑ３ ＝
σ１
ａ０

－
９η１ａ０
８ω１

。

由 Ｉｔｏ微分法则可得

ｄａ２３ ＝ （ － ２Ｑ１ａ２３ － ２Ｑ２φ３ａ３ ＋ ０）ｄＴ１
ｄａ３φ３ ＝ （Ｑ３ａ２３ － ２Ｑ１ａ３φ３ － Ｑ２φ２３）ｄＴ１ ＋ ａ３γｄＷ

ｄφ２３ ＝ （０ ＋ ２Ｑ３ａ３φ３ － ２Ｑ１φ２３）ｄＴ１ ＋ ２γφ３ｄＷ ＋ γ２ｄＴ１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）
式（２２）两边取期望由 Ｉｔｏ微分法则，可知

ｄＥａ２３
ｄＴ１

＝
ｄＥａ３φ３
ｄＴ１

＝
ｄＥφ２３
ｄＴ１

＝ ０，Ｅ（γ２） ≈ ０ （２３）

Ｅ（ａ３γＷ′） ＝ Ｅ（γφ３Ｗ′） ＝ ０ （２４）
则式（２２）可转化为

－ ２Ｑ１Ｅａ２３ － ２Ｑ２Ｅａ３φ３ ＋ ０ ＝ ０

Ｑ３Ｅａ２３ － ２Ｑ１Ｅａ３φ３ － Ｑ２Ｅφ２３ ＝ ０

０ ＋ ２Ｑ３Ｅａ３φ３ － ２Ｑ１Ｅφ２３ ＋ γ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２５）

　 　 由式（２５）的系数矩阵可得

｜ λＩ － Ａ ｜ ＝
λ ＋ ２Ｑ１ ２Ｑ２ ０
－ Ｑ３ λ ＋ ２Ｑ１ Ｑ２
０ － ２Ｑ３ λ ＋ ２Ｑ１

（２６）
式（２６）的特征方程为

　 　 λ３＋６Ｑ１λ２＋（１２Ｑ２１＋４Ｑ２Ｑ３）λ＋８Ｑ３１＋８Ｑ１Ｑ２Ｑ３ （２７）
由式（２７）可知

６Ｑ１ ＞ ０

１２Ｑ２１ ＋ ４Ｑ２Ｑ３ ＞ ０

Ｑ３１ ＋ Ｑ１Ｑ２Ｑ３ ＞ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２８）

　 　 式（２９）为 ２ 阶矩存在的充要条件，可由式（１７）、
式（２０）求得，通过和确定性周期激励下求得的解的稳

定条件对比发现，两者是一致的。
Ｅａ１ ＝ ａ０

Ｅａ２１ ＝ ａ２０ ＋
Ｑ２２γ２

４Ｑ３１ ＋ ４Ｑ１Ｑ２Ｑ３
Ｅφ１ ＝ φ０

Ｅφ２１ ＝ φ２０ ＋
（２Ｑ２１ ＋ Ｑ２Ｑ３）γ２

４Ｑ３１ ＋ ４Ｑ１Ｑ２Ｑ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２９）

式中， ａ０ 的值与 Ｅａ２１ 的值是相互对应的，由式（２２）可

依次求得 Ｅａ２３，Ｅａ３φ３，Ｅφ２３ 的值：

Ｅａ２３ ＝
Ｑ２２γ２

４Ｑ３１ ＋ ４Ｑ１Ｑ２Ｑ３

Ｅａ３φ３ ＝
Ｑ２２γ２

４Ｑ２１ ＋ ４Ｑ２Ｑ３

Ｅφ２３ ＝
（２Ｑ２１ ＋ Ｑ２Ｑ３）γ２

４Ｑ３１ ＋ ４Ｑ１Ｑ２Ｑ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（３０）

３　 数值分析

　 　 为了定量求解，根据 ＫＡＭＡＬＡＫＡＲ Ｇ Ｂ 等［１４］在

研究中得出的人体手臂系统各物理参数，给各参数赋

值为 ｍ１ ＝ ０􀆰 ６ ｋｇ， ｍ２ ＝ ０􀆰 ３１ ｋｇ， ｋ１ ＝ １７ ４３１ Ｎ ／ ｍ， ｋ２ ＝
７ ９７７ Ｎ ／ ｍ， ｋ′２ ＝ １ ７４３􀆰 １ Ｎ ／ ｍ， ｋ″２ ＝ ８７１􀆰 ５ Ｎ ／ ｍ， ｃ１ ＝
１８２ Ｎ·ｓ ／ ｍ， ｃ２ ＝ ４３ Ｎ·ｓ ／ ｍ， ｆ ＝ ２５ Ｎ， ε ＝ ０􀆰 ００１，
γ＝ ０􀆰 １。

根据式（１５）和式（２９）分别计算系统的主共振幅

频响应曲线和均方响应曲线。
图 ２所示为 γ ＝ ０ 时手臂与振动机械耦合系统中

第 １阶主共振的幅频响应曲线。 图 ３ ～图 ７ 所示为主

共振的均方响应曲线，与图 ２对比发现，它们具有相同

的拓扑结构，且以上各图并没有明显的“跳跃现象”说
明骨骼系统为弱非线性系统。 图 ４所示为手臂系统第

１阶主共振随外激励力幅值 ｆ 变化时的均方响应曲线，
当 ｆ 的值增大时第 １ 阶主共振的共振区域和均方值均

增大，且均方值在峰值处的变化较为明显。 图 ５ 和图

６ 所示为手臂系统第 １阶主共振随阻尼 ｃ１和 ｃ２变化的

均方响应曲线。 由图 ５、图 ６ 可知，随着 ｃ１ 和 ｃ２ 的增

加，第 １阶主共振的均方值和共振区域均减小。 骨骼

系统与肌肉组织之间的阻尼，对系统主共振影响很大。
图 ７所示为非线性刚度系数变化时第 １阶主共振的均

方响应曲线。 由图 ７ 可知，非线性刚度的增加并不会

对均方值和共振区域的大小造成影响，且均方响应曲

线仅产生轻微偏移并未出现“跳跃现象”。 这说明非

线性刚度系数，对骨骼系统的非线性特性影响很小。
图 ８～图 １１ 所示为使用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法仿真计算

得到的时间历程曲线和相图，图 ８、图 ９、图 １２ 所示为

γ＝ ０时确定性振动系统下的情况。 由图 ８、图 ９、图 １２
可知，在前 ５０ ｓ内系统的位移随着时间的进行逐渐增

大，但增量越来越小。 在 ５０～１００ ｓ内系统的位移逐步

趋于稳定。 这与阻尼系统在简谐激励下得出的振动结

论一样。 图 １０、图 １１、图 １３ 所示为 γ ＝ ０􀆰 １ 时系统的

时间历程曲线和相图。 由图 １０、图 １１、图 １３ 可知，系
统位移的变化趋势与 γ ＝ ０ 时类似，但由于随机激励

的作用，系统第 １阶主共振位移趋于稳定后会在某一

固定值附近做无规律变化。 这说明由于随机扰动的存
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在，系统的响应从一周期解变为在周期解附近变化的

近似解。 图 １２和图 １３分别对应 γ ＝ ０和 γ ＝ ０􀆰 １时中

心激励频率附近手臂系统第 １ 阶主共振的拟周期运

动。 由图 １２、图 １３可知，系统第 １ 阶主共振位移和速

度随时间变化而逐渐增大形成一个极限环，由内到外

逐渐增厚变密，说明速度变化较快，且随着 γ 的增大极

限环的厚度将增大。

图 ２　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅ

图 ３　 均方响应曲线（１）
Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （１）

图 ４　 均方响应曲线（２）
Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （２）

图 ５　 均方响应曲线（３）
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （３）

图 ６　 均方响应曲线（４）
Ｆｉｇ． ６　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （４）

图 ７　 均方响应曲线（５）
Ｆｉｇ． ７　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ （５）

图 ８　 时间历程曲线（１）
Ｆｉｇ． ８　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ（１）
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图 ９　 时间历程曲线（２）
Ｆｉｇ． ９　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ（２）

图 １０　 时间历程曲线（３）
Ｆｉｇ． １０　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ（３）

图 １１　 时间历程曲线（４）
Ｆｉｇ． １１　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ（４）

图 １２　 相图（１）
Ｆｉｇ． １２　 Ｐｈａｓｅ ｐｌｏｔ（１）

图 １３　 相图（２）
Ｆｉｇ． １３　 Ｐｈａｓｅ ｐｌｏｔ（２）

４　 结论

　 　 通过以上分析研究，得出如下结论：
１）应用非线性多尺度法研究人体手臂系统在窄

带随机激励下的响应，得到了第 １ 阶主共振幅频响应

方程和系统随机均方响应的近似表达式。
２）研究了随机项对手臂系统响应的影响，通过数

值计算得出第 １阶主共振的均方响应曲线与它们的幅

频响应曲线有相同的拓扑结构，且手臂系统第 １ 阶主

共振 ２阶矩存在的充要条件，与确定性周期激励下解

的稳定条件是一致的。
３）系统内参数发生改变，系统的均方值和共振区

域也会发生变化。 外激励的幅值以及骨骼系统与肌肉

组织之间的阻尼对系统的主共振影响很大，阻尼会导

致振动能量的耗散，能量耗散到手臂肌肉组织中经过

长期积累，会导致振动病的产生。
４）为预防振动病的发生，在工作中应尽量选择精

度高的低振工具或使振动源的频率尽量避开手臂系统

的敏感频率。
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