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摘要　 给出将齿轮轴交角误差等效为齿向斜度的计算方法,建立存在轴交角误差的齿轮具有假定齿向鼓形修形量

的载荷分布模型。 基于齿轮承载接触分析(LTCA)、赫兹理论与能量方法给出了存在轴交角误差的齿轮齿向鼓形量的计

算方法。 建立存在轴交角误差的齿轮修形有限元模型,分析比较齿轮齿向修形前后的齿面载荷分布情况与齿轮的传递

误差变化情况。 通过实验对比分析了修形前后齿轮接触斑点分布与齿轮箱振动情况。 结果表明,按照假定鼓形量载荷

分布模型计算出的齿向鼓形修形量能有效改善齿轮的载荷分布不均与应力集中现象,同时齿轮传动平稳性也有所提升。
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Abstract　 The calculation method of gear shaft angle error equivalent to tooth direction inclination is given, and the gear

load distribution model with assumed drum shape modification is established for gear with shift angle error. Based on gear Loaded
Tooth Contact Analysis(LTCA), the calculation method of gear tooth direction bulging with shaft angle error is given by Hertz
theory and energy method. The finite element model of axial modification with shaft gear error is established, and the load
distribution of tooth surface and the change of gear shaft error before and after gear modification are analyzed and compared.
Contact macula of gears and vibration of gear were compared and analyzed by experiment. The results show that the gear load is
measured according to the assumption. The tooth direction drum shape modification calculated by the load distribution model can
effectively improve the uneven load distribution and stress concentration of the gear, and the transmission stability of the gear is
also improved.
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　 　 引言

齿轮系统应用到实际工作时,由于制造误差、安装

误差、轴承游隙、齿轮系统构件受力变形等因素的存

在,会使相互啮合的齿轮理论的轴心线产生平行度误

差[1-2]。 齿轮轴交角误差会影响到齿轮传动系统的振

动与噪声,影响齿轮工作寿命与齿轮传动系统的平稳

性[3-7]。 齿轮存在轴交角误差时,齿轮可能会产生偏

载,接触应力集中在齿轮的一端,齿轮寿命与传动精度

会受到不同程度的影响[8-9]。 对存在轴交角偏差的齿

轮进行齿向鼓形修形能有效降低齿轮对轴交角误差的

敏感度,改善因偏载产生的载荷集中,降低齿轮振动与

噪声,提高齿轮传动性能[10][11] 634-636[12] 4002-4013。
关于齿轮修形方法及其对齿轮啮合性能的影响,

国内外机构及学者均有相关研究。 ISO(国际标准化

组织)、AGMA(美国齿轮制造者协会)和 JGMA(日本
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齿轮工业协会)等均有对齿轮鼓形修形量的推荐公

式,但是这些推荐公式没有综合考虑齿轮安装误差与

变形的影响。 在国外,SEOL I H 等研究了渐开线圆柱

齿轮的齿向修形量与齿面接触印痕及传动误差之间的

关系,并开发了齿向修形圆柱齿轮动载荷的计算程

序[13];ZHANG Y 和 FANG Z 研究了齿面修形、安装误

差和轮齿接触变形对传递误差的影响[14]; CHANG S
和 HOUSER D R 等提出针对轴变形的齿向修形方

法[15]; IMREK H 等研究了齿向修形量与齿面接触应

力的关系[16]。 国内,近些年来关于齿轮修形方法的研

究主要集中在齿轮修形对齿轮传动系统性能与寿命的

影响[12]4002-4013[17]61-68[18-19],目前齿向鼓形修形方法的研

究多以宋乐民方法为基础[11]634-636[20-21][22]49-52[23]117-149,宋
乐民基于赫兹理论同时考虑了齿向斜度误差与齿面变

形并给出了存在齿向斜度偏差时的齿向鼓形量计算方

法。
本文在考虑了存在轴交角误差的情况下,通过齿

轮与齿轮轴的几何关系特点提供了将齿轮的轴交角误

差近似等效为齿轮齿向斜度误差的计算方法,建立含

假定齿向鼓形量的载荷分布模型,给出确定齿向鼓形

量的计算方法,通过有限元分析与装机实验验证了此

修形方法的可行性。

1　 齿向鼓形修形数学模型

存在齿向斜度误差的齿向模型如图 1 所示。

图 1　 弹性变形后的模型

Fig.1　 Model after elastic deformation

当齿轮齿向存在斜度偏差时,如图 2 所示啮合的

两齿面在长度为 b 的齿向方向上会同时存在均匀载荷

Wm 与弹性变形增量 ΔWx。

图 2　 齿向上的载荷关系

Fig.2　 load relationship of tooth direction

匀载荷Wm 作用下产生弹性变形 δ1 使得 A、B 两处

发生相割现象,为消除棱边效应,则必须有 Cc1 = δ1 这

样大的抛物线鼓形量,在载荷增量 ΔWx 作用下会产生

弹性变形增量 Δδ。 存在齿向斜度误差的齿面在受载

时齿面总变形量 δ1 + Δδ。
如图 3 所示,目前普遍认为受载时齿面总变形量

δ1 + Δδ 即可作为齿向鼓形量达到齿轮优化的目的,式
( 1 ) 即 为 常 用 齿 向 鼓 形 量 计 算 公

式[17]61-68[22]49-52[23]117-119。

图 3　 齿向存在鼓形量的模型

Fig.3　 Model of tooth direction with drum shape

存在齿向斜度情况下的齿向鼓形量计算公式

ξ = δ1 + Δδ =
2Fmλ
Cγb

(1)

式中,ξ 为鼓形量;
Fm 为圆周力;
λ 为齿轮齿向倾斜误差;
Cγ 为啮合综合刚度;
b 为齿宽。

根据齿轮承载接触分析,当具有齿向倾斜偏差的

齿轮组进行齿向鼓形修形时,在不出现相割的前提下,
相接触的两齿面有效接触线过齿向鼓形曲线较低起始

点时,齿面有效接触长度达到最大,齿面接触应力集中

现象相对改善[24]。
在以上分析的基础上,本文考虑齿轮存在齿向倾

斜度偏差时建立具有假定齿向鼓形修形量的齿轮载荷

分布模型,给出以齿面受载时有效接触长度最大为目

的计算齿向鼓形修形量的大小的计算方法。
1. 1　 齿轮轴线平行度误差分析

齿轮轴心线存在平行度误差时,齿面载荷分布会

随之改变。 轴心线平行度误差会导致齿轮偏载,齿面

载荷分布不再均匀且齿轮副有效接触面积减小,加大

了轮齿疲劳破坏的可能性。 此外,齿轮的传递误差与

齿轮传动过程中的振动噪声均会不同程度的增加,齿
轮的传动效率也会随之降低[17]61-68。

GB / Z 18620. 3-2008 规定了轴线平面内的平行度

偏差 ΔfΣδ和垂直平面内的平行度偏差 ΔfΣβ如图 4 所

示,被测轴线 1 偏离理想轴线,轴线平行度误差可以等

效为齿轮副沿齿距方向任意截面处沿啮合线或与啮合

线垂直的径向误差和啮合线长度误差。 与啮合线垂直

的径向误差对齿轮的啮合刚度以及传递误差的影响较

小可不予考虑[25]。 而当啮合线长度误差存在时,齿轮

啮合接触线相对理论啮合接触线在沿啮合线方向会产
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生一定的倾斜误差。 根据承载齿轮接触分析(LTCA)
可知,齿轮存在齿向倾斜度偏差时,齿轮载荷分布形式

发生改变,齿轮因载荷分布不再均匀而产生偏载,影响

齿轮的传动精度与使用寿命。 并且单双交替啮合的齿

轮单齿啮合时齿面承受载荷最大,此时齿面产生的变

形量最大。

1.被测轴线 2.基准轴线 1. Test axis 2. Reference axis
图 4　 存在轴交角误差时齿轮啮合示意图

Fig.4　 Schematic diagram of gear meshing in the
presence of axial angle error

根据齿轮啮合接触线的特点,可以将齿轮轴心线

平行度误差对齿轮传动的影响等效为齿轮副齿距方向

上存在齿向斜度值 λ 对齿轮传动的影响。 将图 4 中

A、B、C 三点分别投影到 xoy 坐标系中得到如图 5 所示

的 o3、o1、o2, 通过几何关系求出齿向倾斜度 λ 的值。

图 5　 空间点 A、B、C 在 xoy 坐标系中的投影

Fig.5　 Projection of space point A、B、C in xoy coordinate system

根据齿轮副在轴线中的几何比例关系可以求得

ΔfΣδ1、ΔfΣβ1、ΔfΣδ2、ΔfΣβ2 的值

ΔfΣδ1 =
L1 + b

L
ΔfΣδ (2)

ΔfΣβ1 =
L1 + b

L
ΔfΣβ (3)

ΔfΣβ2 =
L1

L
ΔfΣβ (4)

ΔfΣδ2 =
L1

L
ΔfΣδ (5)

式中, L 为被测轴线跨距; L1 为偏离端轴承距齿轮副

较大偏离端面距离; b 为齿轮有效工作齿宽。

理论中心距与实际中心距夹角 βi 为

βi = arcsin
ΔfΣβi
ai

(6)

　 　 实际中心距 ai 为

ai = Δf2Σ βi
+ (ΔfΣαi + a) 2 (7)

式中, a 为理论中心距。
根据齿轮中心距与啮合角的关系式可知实际啮合

角 α′i 为

α′i = arccos acosα
ai

=

arccos acosα

Δf2Σ βi
+ (ΔfΣαi + a) 2

(8)

式中,α 为理论啮合角。
根据几何关系求得齿轮组存在轴线平面内的平行

度偏差 ΔfΣδ 和垂直平面内的平行度偏差 ΔfΣβ 时,等效

为齿向斜度误差 λ
λ = sin(α′2 + β2 - α′1 - β1) +

cos(α′1 + β1)(ΔfΣδ1 - ΔfΣδ2) -
sin(α′1 + β1)(ΔfΣβ2 - ΔfΣβ1) (9)

1. 2　 齿向修形方案

当齿轮齿向存在倾斜度偏差时,对齿向进行修形

可明显改善齿面载荷分布不均的情况(图 6),齿向修

形的方法主要有齿端修薄、螺旋角修整、鼓形修整和曲

面修整等,其中鼓形修整相对其他修整方法鼓形曲线

计算简单,且通用性好,故本文选用齿向抛物线鼓形修

整的方法。

图 6　 齿向修形示意图

Fig.6　 Diagram of tooth direction modification

建立含假定齿向抛物线鼓形量与齿向倾斜度偏差

的齿面载荷分布模型如图 7 所示,结合抛物线修形曲

线与齿向斜度误差的特点,可以建立坐标系求解齿向

形状方程

y = - 4ξ
b2 x

2 + 4ξ + λ
b

x (10)

式中,ξ 为鼓形量。
宋乐民根据赫兹所建立的有关理论公式推导出齿

轮齿向方向上任意位置处的弹性变形量公式[23]117-149

Δε = 1. 16
E

Wx (11)
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式中, Δε 为齿面受载后的弹性变形量; Wx 为齿向上

的单位载荷。

图 7　 含鼓形量的齿向形状曲线

Fig.7　 Tooth shape curve with drum size

假设对齿轮副齿向进行鼓形修形,在存在齿向斜

度误差的情况下负载齿轮副沿齿向方向上的载荷分布

不再具有均布性,齿向载荷分布模型如图 8 所示。

图 8　 非全齿接触齿宽载荷分布模型

Fig.8　 Load distribution model of non-full tooth contact tooth width

从式(11)中可以看出,两个弹性圆柱体在材料一

定的情况下,其接触变形与载荷成正比,从而得到齿向

载荷分布方程

Wx = Wmax( -
4ξ
b2 x

2 + 4ξ + λ
b

x - λ)

16ξ
(4ξ + λ) 2 - 16ξλ

(12)

　 　 根据材料的弹性变形理论不难得出

F = ∫Wxdx (13)

式中, F 为作用在齿面上的总载荷。
将式(12)带入式(13)得

F = ∫bbλ
4ξ

Wmax( -
4ξ
b2 x

2 + 4ξ + λ
b

x - λ)

16ξ
(4ξ + λ) 2 - 16ξλ

dx (14)

　 　 已知含假定鼓形量的齿面受载后的最大变形量为

Δεmax, 齿面受力 F,力 F 作用长度为 Δεmax, 所储存的

能量与齿面因弹性变形所储存的能量相同,因此根据

能量法可以得到以下等式

FΔεmax = ∫bbλ
4ξ

Wx( -
4ξ
b2 x

2 + 4ξ + λ
b

x - λ)dx (15)

　 　 将式(12)带入式(15)得含未知数 ξ 的等式

F (4ξ + λ) 2 - 16ξλ
16ξ

= ∫bbλ
4ξ

E
1. 16

　 　 ( - 4ξ
b2 x

2 + 4ξ + λ
b

x - λ)
2

dx (16)

2　 有限元仿真分析

2. 1　 修形模型及有限元网格划分

为了能得到较为精确的仿真结果,利用 Romax
designer 专业齿轮性能分析软件建立如图 9 所示的齿

轮传动模型,分析验证齿向鼓形量计算方法的可行性,
齿轮参数如表 1。

表 1　 齿轮参数

Tab.1　 Gear parameters

参数 数值

小齿轮齿数 Number of pinion teeth 35
大齿轮齿数 Tooth number of big gear 42
模数 Module / mm 2. 5
压力角 Pressure angle / (°) 20
齿顶高系数 Addendum coefficient 1
顶隙系数 Bottom clearance 0. 25
齿宽 Face width / mm 22

图 9　 齿轮箱分析模型

Fig.9　 Gearbox analysis model

大小齿轮轴上两轴承间距均为 160 mm,轴直径为

64 mm,轴的配合形式为 Φ64 H8 / d8。 结合上文相关

内容可以求出轴线平行度偏差等效为齿向倾斜度偏差

的范围为±14 μm。 同理可求得齿轮齿向鼓形量如表 2
所示,求解过程不再赘述。

表 2　 修形参数

Tab.2　 Profile modification parameters

转矩
Torque / (Nm)

代号
Code

修形方法
methods

鼓形量
Drum shape / μm

40
A 本文方法

Method of this paper 9

B 普遍方法
Other methods 13

在齿向斜度偏差范围内,偏差数值越大,齿面偏载

越严重,且具有对称性。 分析时设置齿向斜度偏差值

为 14 μm,分别按照 A、B 两种方案进行鼓形修形,设
置小齿轮传递扭矩为 40 Nm,利用分析设置中的网格

划分工具分别对大小齿轮进行网格划分(图 10)。
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图 10　 齿轮有限元网格

Fig.10　 Gear finite element grid

2. 2　 修形对齿面接触应力的影响

运行分析后得到齿根及齿面应力分布,提取小齿

轮分度圆处应力分析结果,如图 11 所示。
图 11a 为未修形时小齿轮分度圆处应力分布情

况;图 11b 为修形方案 A 时小齿轮分度圆处应力分布

情况;图 11c 为修形方案 B 时小齿轮分度圆处应力分

布情况。 齿轮齿向未修形时,齿轮偏载严重,最大接触

应力达到 129 MPa;修形方案 B 的齿轮偏载情况轻微

改善,最大接触应力降低到了 68 MPa,相对未修形齿

轮最大接触应力降低了 47. 3%;修形方案 A 的齿轮偏

载情况明显改善,最大接触应力降低到 63 MPa,相对

未修形齿轮最大接触应力降低了 51. 2%。

图 11　 小齿轮全齿应力分布

Fig.11　 Full tooth stress distribution of pinion

2. 3　 修形对齿轮传递误差的影响

提取齿轮传递误差分析结果,图 12 为修形前后的

传递误差对比,修形前后传递误差曲线随滚动角的分

布形状没有明显改变,但是修形前后齿轮传递误差幅

值有所改变,未修形齿轮传递误差幅值为 2. 53 μm,修
形方案 A 于修形方案 B 的传递误差幅值分别为 2. 17
μm 与 2. 26 μm。 相对于未修形齿轮,修形方案 A 传

递误差幅值降低了 14%而修行方案 B 传递误差幅值

降低了 10%。

3　 实验验证

使用 L300G 齿轮成型磨削试验台分别加工出标准

渐开线小齿轮、修形方案 A 与修形方案 B 的小齿轮,利
用 GMM 400 齿轮检测中心对齿轮加工精度进行校验。

对加工后的齿轮进行精度检测,得到测量报告如

图 13 所示,其中图 13a 为齿轮的齿向检测结果,图

图 12　 修形前后的传递误差对比

Fig.12　 Comparison of transfer errors before and after modification
　

图 13　 齿轮检测报告

Fig.13　 Gear test report

13b 为齿形检测结果。 齿轮各项加工精度指标基本大

于 6 级精度,基本符合实验要求。
利用 JWY-Ⅱ型多功能齿轮加载试验台与振动测

试仪对不同修形方案的齿轮组装机测试齿轮箱振动情

况(图 14、图 15)。

图 14　 振动检测系统

Fig.14　 Vibration detection system

图 15　 JWY-Ⅱ齿轮加载试验台

Fig.15　 JWY- II gear loading test bench
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将加速度传感器吸附在齿轮箱上,具体布置形式

如图 16、图 17 所示。

图 16　 加速度计位置

Fig.16　 Accelerometer position
图 17　 载荷施加形式

　 Fig.17 Load application form

被测单极齿轮组结构形式与第二节仿真模型相

同,实验前测量输入输出轴径向跳动,保证三组齿轮装

机实验时输入输出轴跳动量均为 3 μm。 输入轴转速

约为 750 r / min,输出轴扭矩约为 40 Nm,振动测试仪

采样频率为 1 280 Hz,采样时长为 10 s。
将采集到的加速度信号进行 FFT 变换后得到测

点三个方向的加速度幅值如图 18 所示,其中图 18a、
图 18b、图 18c 分别表示标准齿轮装机测试时测点位

置 X、Y、Z 三方向的振动情况,图 18d、图 18e、图 18f 分
别表示修行方案 A 的齿轮装机测试时测点位置 X、Y、
Z 三方向的振动情况,图 18g、图 18h、图 18i 分别表示

修行方案 B 的齿轮装机测试时测点位置 X、Y、Z 三方

向的振动情况。
振动信号中,齿轮组一阶啮合频率(525 Hz)振动

幅值表示不明显,二阶频率(1 050 Hz)附近有较为明

显的振动幅值,不同齿轮组不同方向二阶振幅如表 3
所示。

表 3　 振动幅值统计

Tab.3　 Vibration amplitude statistics

标准齿轮
Standard gear

修形方案 A
Scheme A

修形方案 B
Scheme B

X 0. 648 0. 34 0. 229
Y 0. 038 0. 179 0. 143
Z 0. 684 0. 237 0. 395

矢量和 Vector 0. 943 0. 451 0. 478

相对于标准齿轮,修形方案 A 与修形方案 B 在振

动测点位置 X 与 Z 方向的振动幅值均有明显降低,Y
方向振动幅值增大,但是其增量均小于 X 与 Y 方向的

振动幅值降低量。 将不同齿轮组各方向振动幅值矢量

叠加后发现,修形方案 A 与修形方案 B 的振动幅值矢

量和均低于标准齿轮振动幅值矢量和,降低率分别为

52. 2%、48. 4%,两种修形方案均改善了齿轮组的振动

情况,与第二节中有限元分析得到的传动误差结果较

为相似。
加载实验后得到齿轮组齿面接触斑点变化情况如

图 19 所示,其中图 19a 为标准齿轮接触斑点,图 19b

图 18　 齿轮箱振动信号频域

Fig.18　 Frequency domain of gearbox vibration signal

为修形方案 A 齿轮接触斑点,图 19c 为修形方案 B 齿

轮接触斑点。

图 19　 齿轮接触斑点

Fig.19　 Gear contact spot

标准齿轮接触斑点存在明显偏载且应力分布不均

现象,修形方案 A 接触斑点存在偏载现象,但整体接

触斑点都分布在整个齿面上,接触斑点面积相对标准

齿轮与修形方案 B 齿轮接触斑点更大,应力分布更为
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均匀。 修形方案 B 接触斑点存在偏载现象,接触斑点

相对另外两对齿轮面积较小,相对修形方案 A 齿轮单

位面积上受力更大。

4　 结论

本文给出将齿轮轴交角误差等效为齿向斜度的计

算方法,建立了存在轴交角误差的齿轮具有假定齿向

鼓形修形量的载荷分布模型。 基于齿轮承载接触分析

(LTCA)、赫兹理论与能量方法给出了存在轴交角误

差的齿轮齿向鼓形量的计算方法,建立存在轴交角误

差的齿轮修形有限元模型,分析比较齿轮齿向修形前

后的齿面载荷分布情况与齿轮的传递误差变化情况并

通过实验对比分析了修形前后齿轮接触斑点分布与齿

轮箱振动情况,相关结论如下:
1)根据有限元仿真分析结果,相对未修形齿轮,

目前使用的普遍修形方法,最大接触应力降低率为

47. 3%,传动误差幅值降低率为 10%。 本文提供的修

形方法,最大接触应力降低率达到 51. 2%,传动误差

幅值降低率达到 14%。 相对于普遍方法,本文提供的

修形方法优化效果有所提升。
2)根据装机实验得到齿轮箱振动情况分析可得,

相对与标准齿轮,本文修形方法与目前普遍使用的修

形方法均能有效改善齿轮啮合性能,目前普遍使用的

修形方法得到的齿轮组振动幅值矢量值降低了

48. 4%,本文方法修形的齿轮组振动幅值矢量值降低

了 52. 2%。 同时对比不同齿轮组接触斑点,本文修形

方法与目前普遍使用的修形方法均能改善齿面应力分

布,且用本文方法修形的齿轮接触斑点分布更为均匀,
有效接触齿面上受力更小,减少齿面损坏的可能性。
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