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摘要　 薄壁箱梁具有壳体和梁的特性,广泛应用于实际工程中。 弯曲载荷作用下的薄壁箱梁具有一些复杂的裂纹,
如十字型裂纹和周期 T 型裂纹,其实际上是典型的三维裂纹问题,具有多个不同的奇异应力场和应力强度因子。 基于 J2

积分和材料力学中的弯曲理论,提出了一种简单且实用的确定不同应力场对应应力强度因子的方法。 同时也给出了有

限元数值解与本文解的比较,两者吻合较好。
关键词　 薄壁箱梁　 应力强度因子　 裂纹　 守恒定律　 有限元

中图分类号　 TE905　 O346. 1
Abstract　 The thin-walled box girder possess both shell and beam characteristics, which are widely used in practical

engineering.The thin-walled box girder under bending with some complex cracks, such as cross-shaped cracks and periodic T-
shaped cracks,which are actually typical three-dimensional crack problems with many different singular stress fields and stress
intensity factors.In the present article, a very simple and practical technique based on bending theory in material mechanics and
J2 integral is proposed to determine the stress intensity factors. At the same time, the comparison between the finite element
numerical solution and the solution is given. And the results from present method are shown to agree well with finite element
method.
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　 　 引言

薄壁箱梁结构是化工机械设备中常见的结构形

式,本文研究的薄壁箱梁是其中的一种。 由于加工工

艺以及材料本身缺陷等原因,结构中会不可避免的存

在缺陷或裂纹,从而影响结构系统的安全性,甚至会引

起结构失效。 通过大量事故研究表明,这些缺陷和裂

纹的存在会导致含裂纹构件的实际强度远低于理论强

度[1]。 传统的强度观点通常把材料视为连续、均匀、
各向同性的理想材料,但实际工况中材料很难达到理

想状态[2]。 为了确保含裂纹构件长期稳定地安全运

行,必须对不可避免存在的裂纹对构件的影响进行预

判,从而将发生损失的风险降到最低。 在断裂力学问

题分析中,应力强度因子作为评估含裂纹构件裂纹断

裂韧性的重要参量,在实际工程应用中,如何简洁快速

确定构件裂纹尖端的应力强度因子显得尤其重要。 一
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般情况,对于含有一个裂纹或者多个具有相同应力场

裂纹情形,利用 J2 积分法[3-7] 给出应力强度因子的解

析解相对容易,如方形截面薄壁管横向裂纹的应力强

度因子 KI
[8]。 由于 J2 积分只提供一个与应力强度因

子有关的方程,该方法只能应用于求解含一个未知应

力强度因子的情形,显然,无法满足工程实际的需求。
几乎所有涉及到同一截面不同应力场对应的应力强度

因子问题被回避[9-14]。
本文基于材料力学和守恒律的基本理论,通过找

出不同应力强度因子之间的简单关系,进而得到了弯

曲载荷作用下薄壁箱梁复杂裂纹的应力强度因子。

1　 J2 积分

1. 1　 三维 J2 积分

考虑三维位移场,其位移矢量 u是 x1、x2 和 x3 的函

数,对于闭合曲面 Ω, 根据守恒律,式(1)的积分为

0[15-17]。

J j = ∯
Ω

wn j - T iui,j( ) dΩ = 0　 i,j = 1,2,3 (1)

式中, w 为应变能密度; T i 为作用于 Ω 外侧的面力矢

量, n2 为 Ω 的外法线矢量。
含十字裂纹的方形截面薄壁管如图 1 所示。 当 x2

轴与薄壁方形管截面垂直,三维 J2 积分可用于求解弯

曲载荷作用下薄壁箱梁复杂裂纹的应力强度因子。
1. 2　 二维 J2 积分

对于二维边值问题,守恒律仍保持式(1)的形式。
这时式(1)中的积分路径为 s ,是坐标 x1-x2 平面内的

一条闭合曲线。 该积分在这样的不含孔洞闭合曲线上

的积分值为 0。

J2 = ∮
s

wn2 - T iui,2( ) ds = 0 (2)

　 　 单位厚度的 I 型裂纹如图 2 所示,在裂纹尖端近

场取闭合积分路径 sdefd, 其中 sde 为裂纹尖端的直线

段; sef 为四分之一圆弧段。 沿着路径 sde 和 sef,J2 积分

可表示为

J2 sde( ) = ∫
sde

wn2 - T iui,2( ) ds = 0 (3)

和

J2 sef( ) = ∫
sef

wn2 - T iui,2( ) ds = 1 - μ2( )

2πE
K2

I

(平面应变) (4)
　 　 对于闭合路径 s = sdef + sfd, 式(2)可表示为

J2 s( ) = ∫
sdef

wn2 - T iui,2( ) ds + ∫
sfd

wn2 - T iui,2( ) ds =

1 - μ2( )

2πE
K2

I + J2 sfd( ) = 0 (5)

于是

J2 sfd( ) = ∫
sfd

wn2 - T iui,2( ) ds = - 1 - μ2( )

2πE
K2

I (6)

其中,μ 为泊松比,E 为弹性模量。

2　 弯曲载荷作用下薄壁箱梁周期十字型裂纹

的应力强度因子

　 　 含十字裂纹的薄壁箱梁如图 1 所示。 在平面应变

状态下薄壁箱梁共有四个裂纹尖端, x1-x3 平面为含裂

纹的对称平面,所有的载荷均作用在该平面上,同时弯

曲变形也将发生在这个平面。 很显然,当满足 t ≪ L
时,薄壁箱梁的形变具有细长梁构件和三维壳体的特

征。 可以将材料力学中的应力与变形计算方法应用于

薄壁箱梁角裂纹的应力强度因子的计算。

图 1　 弯曲荷载作用下薄壁箱梁

Fig.1　 Thin-walled box girder under bending

2. 1　 闭合积分曲面

薄壁箱梁如图 1 所示,在裂纹截面远场受弯曲载

荷作用。 选取三维闭合曲面 Aclosed = A + + A - + Ain +
Aout +Ac, 其中符号“ +”表示裂纹截面,“ -”表示远场

截面, A + 为裂纹韧带截面, A - 为远场无裂纹截面, Ain

为箱梁的内侧表面, Aout 为箱梁的外侧表面, Ac 为裂纹

面。 因为 Ain 和 Aout 为自由面, T i = 0、n2 = 0,因此可得

如下结果

J2 Ain( ) = ∬
Ain

wn2 - T iui,2( ) dA = 0 (7)

J2 Aout( ) = ∬
Aout

wn2 - T iui,2( ) dA = 0 (8)

　 　 对于积分曲面 A + 和 A -, 不难得到

J2 A +( ) = ∬
A +

wn2 - T iui,2( ) dA = - 􀭵w + - Mϕ′+( )

(9)
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图 2　 裂纹尖端近场积分路径

Fig.2　 Integration path around crack tip

J2 A -( ) = ∬
A -

wn2 - T iui,2( ) dA = 􀭵w—Mϕ′- (10)

其中, 􀭵w 为箱梁单位轴线长度的应变能密度, ϕ′ 为箱

梁的轴线曲率。 这两个量可由材料力学中的方法确

定。 在式(7) ~式(10)中, n 均指向曲面的外侧。

ϕ′- = M
EI

(11)

图 3　 裂纹的椭圆孔洞模型( c → 0 )
Fig.3　 Elliptical modelling for cracks with c → 0

其中,惯性矩 I = 1
12

3tb3 + bt3( ) 。 在裂纹截面,利用

椭球裂纹模型[18],如图 3 所示。 将裂纹看成由椭圆孔

当 c → 0 时退化而成,于是薄壁箱梁可看成一变截面

管。 裂纹处的轴线曲率可有下列极限求得

ϕ′+ = lim
c→0

1
c ∫

c

0

M
EI

dx2

1 -
8 a

b( )
3

- 2a′t2 / b3

3 + t2 / b2

= M
EI

γ a
b( )

(12)

其中, a′ = a 1 -
x2

c( )
2

, 令 ξ =
x2

c

γ a
b( ) = ∫

1

0

dξ

1 -
8 a

b( )
3

1 - ξ2( )
3
2 - 2a t2

b3 1 - ξ2( )
1
2

3 + t2 / b2

(13)
　 　 图 1 中裂纹面 Ac 由四个裂纹面组成,其局部放大

示意图如图 4 所示,角裂纹又分为裂尖 K 控制区 Agh、

Adf、Amj 和 Apn, 以及 K 控制区以外的 Ahfjn, 于是 Ac =
Ahfjn + Agh + Adf + Amj + Apn, 其中包含四个对称应力奇

异点 g、m 和 p、d, 周期裂纹相应的应力强度因子可表

示为 KIg = KIm = KIp = KId。 根据守恒律,式(1) ~式(6)
可表示为

J2 Agh( ) = ∬
Agh

wn2 - T iui,2( ) dA =

t∫
sgh

wn2 - T iui,2( ) ds = - t 1 - μ2( )

2πE
K2

Ig(14)　 　

　 　 相同的方法,不难得到

J2 Adf( ) = ∬
Adf

wn2 - T iui,2( ) dA =

t∫
sdf

wn2 - T iui,2( ) ds = - t 1 - μ2( )

2πE
K2

Id(15)

　 　 由式(5)、式(14)、式(15)可知, Ac 曲面上的 J2 积

分可表示为

J2 Ac( ) = 2J2 Agh( ) + 2J2 Adf( ) + J2 Ahfjn( ) =

- t 1 - μ2( )

πE
K2

Ig - t 1 - μ2( )

πE
K2

Id + J2 Ahfjn( )

(16)
　 　 由于裂纹面为自由面, J2 Ahfjn( ) 为小量,故可以

略去。

图 4　 十字裂纹周边局部放大图

Fig.4　 Partial enlargement of the cross crack

将式(7) ~式(10)和式(16)带入式(1),则闭合曲

面

Aclosed = A + + A - + Ain + Aout + Ac 上的 J2 积分可表示

为

- t 1 - μ 2( )

πE
K2

Ig - t 1 - μ 2( )

πE
K2

Id = M
2

ϕ′- - ϕ′+( )

(17)
2. 2　 正则化应力强度因子

将式(11)、式(12)代入式(17),可分别得到薄壁

箱梁的两种应力强度因子分别为

KId = KIg = σ0 πb f a
b( ) (18)

　 　 KId 和 KIg 的正则化应力强度因子为
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f a
b( ) = t2

48b2 1 - μ2( )
1 - γ a

b( )é

ë
êê

ù

û
úú{ }

1
2

(19)

3　 弯曲载荷作用下薄壁箱梁周期 T 型裂纹的

应力强度因子

　 　 薄壁箱梁 T 型裂纹构型如图 5 所示,其应力强度

因子的计算可采用与上节相同的过程。

图 5　 弯曲作用下薄壁箱梁周期 T 型裂纹

Fig.5　 Periodic T-shaped crack of thin-walled box girder under bending

3. 1　 闭合积分曲面

与上节讨论类似,在三维闭合曲面 Aclosed = A + +
A - + Ain + Aout + A′c 上,我们可以得到

J2 Ain( ) = ∬
Ain

wn2 - T iui,2( ) dA = 0 (20)

J2 Aout( ) = ∬
Aout

wn2 - T iui,2( ) dA = 0 (21)

J2 A +( ) = ∬
A +

wn2 - T iui,2( ) dA = - 􀭵w + - Mφ′+( )

(22)

J2 A -( ) = ∬
A -

wn2 - T iui,2( ) dA = 􀭵w - - Mϕ′- (23)

ϕ′- = M
EI

(24)

其中,惯性矩 I= 1
12

(3tb3+bt3),裂纹处的轴线曲率可有

下列极限求得

ϕ′+ = lim
c→0

1
c ∫

c

0

M
EI

dx2

1 -
6 a″

b( )
3

- 2a″t2

b3

3 + t2 / b2

= M
EI

γ a
b( )

(25)

其中, a″ = a 1 -
x2

c( )
2

,令 ξ =
x2

c

γ a
b( ) = ∫

1

0

dξ

1 -
6 a

b( )
3

1 - ξ 2( )
3
2 - 2at2

b3 1 - ξ 2( )

3 + t2 / b2

(26)
图 5 中裂纹面 A′c 由四个裂纹面组成,其局部放

大示意图如图 6 所示。 裂纹面①和②、③和④分别对

称标注,以①号裂纹面为例,T 型裂纹又分为裂尖 K 控

制区 Aqr、Awv 和 Aso, 以及 K 控制区以外的 Arov, 于是

A′c = 4(Aqr + Awv + Aso + Arov)。 其中包含 12 个对称应

力奇异点 s、w、q、f、p、z、s′、w′、q′、f′、p′、z′, 相应的应力

强度因子可表示为 KIw = - KIw ′,KIs = - KIs ′,KIq =
- KIq ′,KIf = - KIp,KIf ′ = KIp ′,KIz = KIz ′, 根据守恒律,
式(1) ~式(6)可表示为

J2 Awv( ) = ∬
Awv

wn2 - T iui,2( ) dA =

t∫
swv

wn2 - T iui,2( ) ds = - t 1 - μ2( )

2πE
K2

Iw

(27)
J2 Aqr( ) = ∬

Aqr

wn2 - T iui,2( ) dA =

t∫
sqr

wn2 - T iui,2( ) ds = - t 1 - μ2( )

2πE
K2

Iq

(28)
J2 Afj( ) = ∬

Afj

wn2 - T iui,2( ) dA =

t∫
sfj

wn2 - T iui,2( ) ds = - t 1 - μ2( )

2πE
K2

If

(29)
　 　 A′c 曲面上的 J2 积分可表示为

J2 A′c( ) = 4J2 Awv( ) + 4J2 Aqr( ) + 4J2 Afj( ) + 4J2 Arov( ) =

- 2t 1 - μ2( )

πE
K2

Iw - 2t 1 - μ2( )

πE

K2
Iq - 2t 1 - μ2( )

πE
K2

If + 4J2 Arov( ) (30)

　 　 由于裂纹面为自由面, J2 Arov( ) 为小量,故可以略

去。
将式(27) ~ 式(29)和式(30)带入式(1),则闭合

曲面 Aclosed = A + + A - + Ain + Aout + A′c 上的 J2 积分可表

示为

- 2t 1 - μ2( )

πE
K2

Iw - 2t 1 - μ2( )

πE
K2

Iq - 2t 1 - μ2( )

πE

　 　 　 K2
If =

M
2

ϕ′- - ϕ′+( ) (31)



　 第 43 卷第 1 期 李　 龙等: 弯曲载荷作用下薄壁箱梁复杂裂纹的应力强度因子 215　　 　

图 6　 T 型裂纹周边局部放大图

Fig.6　 Partial enlargement of the T crack

3. 2　 补充方程

因为由 J2 积分得到的式(31)中三个应力强度因

子是不同的,为了解决这个问题,我们引入一个补充方

程。 在纯弯曲载荷的作用下,如图 3 所示裂纹尖端 w、
q、f 处裂纹截面正应力比为

σw
22

σf
22

= b
2a

(32)

σq
22

σf
22

= b - 2a
2a

(33)

σf
22 = Ma

I
(34)

　 　 比照式(32) ~式(34), KIw、KIq、KIf 可表示为

KIw

KIf

= b
2a

(35)

KIq

KIf

= b - 2a
2a

(36)

KIf =
Ma
I

(37)

　 　 类似的方法见参考文献[19-20]。
3. 3　 正则化应力强度因子

将式(24) ~ 式(25)和式(35) ~ 式(37)代入式

(31),可分别得到薄壁箱梁的 3 种应力强度因子分别为

KIw = σ0w πb fw
a
b( ) (38)

KIq = σ0q πb fq
a
b( ) (39)

KIf = σ0 f πb ff
a
b( ) (40)

其中, σ0w = M
I

b
2( ) ,σ0q =

M
I

b - 2a
2( ) ,σ0f =

M
I
a,KIw、

KIq 和 KIf 的正则化应力强度因子为

fw
a
b( ) =

I
2bt μ2 - 1( )

1

1 - 2
a
b( ) + 4

a
b( )

2 1 - γ
a
b( )[ ]{ }

1 / 2

(41)

fq
a
b( ) =

1
μ2 - 1

1

5 - 16
a
b( ) + 32

a
b( )

2 1 - γ
a
b( )[ ]{ }

1 / 2

(42)

ff
a
b( ) = 1

24 μ2 - 1( )

3 + a
b( )

2

1 - 2
a
b( ) + 4

a
b( )

2 1 - γ
a
b( )[ ]

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

1 / 2

(43)

4　 有限元分析与本文解的比较

利用 Abaqus 软件对本文模型进行有限元分析。
选用的单元类型为八结点线性六面体单元(C3D8R)。
模型材料属性设置为弹性模量 E = 200 GPa,泊松比

μ = 0. 3。 有限元模型的几何尺寸为:边长 b = 300
mm,壁厚 t = 10 mm,加强筋厚 t0 = 10 mm, L = 1 000
mm。 裂纹尖端采用四分点退化而成的奇异单元。 有

限元模型如图 7 所示,本文解与有限元解的比较结果

如图 8、图 9 所示。
4. 1　 薄壁箱梁的有限元模型

图 7　 薄壁箱梁的有限元模型

Fig.7　 Finite element model of thin-walled box girder

4. 2　 弯曲作用下薄壁箱梁周期十字型裂纹的应力强

度因子有限元解与本文解的比较

图 8　 弯曲载荷作用下薄壁箱梁周期十字型裂纹

Fig.8　 Periodic cross-shaped crack of thin-
walled box girder under bending
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4. 3　 弯曲作用下薄壁箱梁周期 T 型裂纹的应力强度

因子有限元解与本文解的比较

图 9　 弯曲载荷作用下薄壁箱梁周期 T 型裂纹

本文解与有限元解的比较

Fig.9　 Comparison of the solution and finite element
solution for the periodic T-shaped crack of
thin-walled box girder under bending

5　 结论

本文根据材料力学平截面的变形假设,提出了同一

含裂纹截面不同应力场对应的应力强度因子之间的补

充方程,并通过与 J2 积分方程联立,建立了弯矩作用下

薄壁箱梁复杂裂纹应力强度因子的求解方法。 最后,采
用 Abaqus 对本文模型进行数值模拟,将本文解与有限

元法得出的解进行比较,验证了本文方法的有效性。 本

文提出的方法丰富了 J2 积分在求解应力强度因子方面

的应用,并适用于其他类似结构在平面弯曲作用下同一

截面多个不同裂纹应力强度因子的求解。
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