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摘要　 为提高模型修正精度,将加速度频响函数引入到改进的响应面模型修正当中。 首先分别采用模态参与度准

则和有效独立法确定试验最佳激励点和测量点,然后根据待修正参数选取样本点,计算其对应的加速度频响函数,构造

初始响应面模型;其次利用三倍方差准则,对预测值进行检验,剔除远离响应面的离群点;再优化初始响应面模型得到最

优解作为新的样本点,利用比值型加权方法进行加权,构造加权响应面模型;之后使用改进的响应面模型代替有限元模

型,再以频率响应差最小构造目标函数,利用布谷鸟算法求解参数修正值。 使用典型的桁架结构模型进行验证,结果表

明,改进后的响应面模型计算精度和计算效率都有所提高。
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Abstract　 In order to improve the accuracy of model updating, the acceleration frequency response function is introduced

into the improved response surface model updating. Firstly, the modal participation criterion and the effective independence
method are applied to determine the best incentive point and the measuring point; the sample points are selected according to the
parameters to be modified; the acceleration frequency response functions of the sample points are calculated; the initial response
surface model is constructed. Secondly, the predicted value is tested by using the triple variance criterion; the outliers far from
the response surface are eliminated. Thirdly, the initial response surface model is optimized to obtain the optimal solution as a
new sample point; the weighted response surface model is constructed by using the ratio weighting method. Then, the finite
element model is replaced by the improved response surface model; the objective function is constructed with the minimum of
frequency response difference; the modified parameters are solved by cuckoo algorithm. The typical truss structure model is used
to verify the effectiveness. The results show that the accuracy and efficiency of the improved response surface model are improved.
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　 　 引言

目前模型修正方法可以分为基于模态参数的模型

修正和基于频响函数的模型修正两类[1]。 基于模态

参数的模型修正是通过试验特征值和特征向量来调整

预测参数,一般通过前几阶实测模态频率和振型进行

修正,但是仅仅依靠几阶模态来修正有限元模型是不

够充分的,还需考虑模态分析与振型匹配的问题[2]。
因此基于频响函数的模型修正拥有更大的优势,比如

无需进行模态分析与振型匹配,适合模态分布相对密
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集的结构等[3]。 此外,频响函数也可以提供更多的结

构振动信息,包含更多的频率点信息,可以增加可利用

的数据信息,适用范围更广,但是目前在代理模型修正

中作为响应的应用却很少[4] 341-347。
模型修正方法在工程应用中的主要局限之一是计

算效率过低。 理论上,有限元网格的划分密度越大,结
构响应预测的精度越高,修正结果越可靠。 但是,过于

精细的有限元网格会导致计算时间增加。 代理模型作

为一种快速迭代的替代方法引起了研究者的广泛关

注。 代理模型不需要像有限元模型那样进行复杂的计

算,它是利用设计参数作为输入,以结构响应作为输出

直接构造的一种近似模型[5]。
一般都是通过实际测量的数据建立有限元模型,

因此实际测量的数据一定程度上影响甚至决定了所建

立的有限元模型和代理模型精度。 实际测量时,由于

存在噪声、电磁干扰、仪表故障等因素,可能会导致采

集的数据异常,而这些远离主要数据点的异常点被称

为离群点[6]99-104。 传统建模方法无法识别离群点,可
能会造成所建立的代理模型拟合了数据中的离群点,
导致所建立的模型产生一定的偏离和误差。

目前常用的代理模型有响应面法(RSM)、支持向

量机响应面(SVM)、径向基函数(RBF)、Kriging 模型

等。 响应面法具有原理简单、计算量小且易于实现的

优势,目前得到较为广泛的应用[7]。 此方法于 1951 年

提出,然后在各个领域得到了迅速的推广[8];Shan D
等将桥梁的位移量和模态频率同时作为其修正目标,
实现了基于响应面法的桥梁结构静动力联合修正[9];
Zhou L 等利用高斯径向基函数响应面法完成了东营

大桥模型修正[10];赵明华等利用移动最小二乘法,以
随机变量均值为中心点的简化实验设计构造初始响应

面,并依次更新得到改进后的响应面,用做结构的可靠

性评估[11]2539-2542;韩芳等提出先根据方差分析或先验

信息进行设计参数筛选,然后基于样本点对目标函数

贡献的差异性提出通过加权来改进二次响应面,并且

采用算例验证该方法的有效性[12];李世龙等通过对核

函数、输入样本数据及训练样本选择方法的改进,提出

一种改进的最小二乘响应面模型修正方法,并将其运

用于发射台骨架的模型修正及损伤识别[13]。
本文将响应面模型用于基于频响函数的模型修

正。 首先根据待修正参数及其加速度频响函数,建立

了初始响应面模型;然后用三倍方差准则剔除离群点,
再对初始响应面模型进行优化得到新的样本点,基于

新样本点利用比值型加权方法进行加权,构造改进响

应面模型;再将满足精度要求的改进响应面模型应用

于桁架结构的模型修正,采用全局寻优能力较好的布

谷鸟算法对设计参数进行求解。 最后,利用典型的数

值桁架结构验证该方法的有效性。

1　 加速度频响函数

加速度频响函数模型修正方法是一种利用振动试

验测量的加速度频响函数和有限元计算所得的加速度

频响函数建立修正参数关系表达式的方法[4]341-347。
在频域内,一个 n 自由度阻尼系统在简谐激励作

用下的运动方程可以表示为

- ω2M + iωC + K( ) X ω( ) = F(ω) (1)
式中,ω 为激励频率; M、C和 K 分别表示质量矩阵、阻
尼矩阵和刚度矩阵; F(ω) 表示简谐激励;稳态响应

X ω( ) 可表示为

X(ω) = H(ω)F(ω) (2)
式中, H ω( ) 为加速度频响函数。 其中,加速度频响

函数矩阵为

H ω( ) = M - i C
ω

é

ë
êê - K

ω2
ù

û
ú
ú (3)

2　 基于改进响应面的模型修正

2. 1　 响应面代理模型

响应面代理模型修正先要采用试验设计理论抽取

样本点,然后利用抽取的样本点构造显式的近似表达

式来代替原设计问题中隐式的目标函数、约束函数以

及设计变量的关联关系,从而预测非样本点的响应值

的方法[14]。
基于响应面模型修正作为近年来一个研究热点,

是以显式的响应面模型,代替原有限元模型,再利用其

进行复杂计算,实现优化修正和预测响应等[15] 455-460。
常见的响应面代理模型有线性模型、线性交互模型、二
次模型、二次交互型四种模型。 二次交互型响应面模

型作为最常用的代理模型,其精度和效率都满足需要,
因此选择二次交互型响应面模型,其计算公式如下

y = β0 + ∑
k

i = 1
βixi + ∑

k

i = 1
βiix2

i + ∑
i < j
∑

k

i = 1
βijxix j + ε

(4)
式中,β 为常系数,通过对函数近似误差 ε 的最小二乘

估计来求解;k 为参数个数; xi 表示修正参数 1 的效

应; x j 表示修正参数 2 的效应; xix j 表示参数间相互效

应;ε 为函数近似误差;响应面模型修正对试验数据的

拟合程度由如下评价指标来检验,即修正的负相关系

数 R2
adj 和均方误差 RMSE

R2 = 1 -
∑
N

j = 1
[yr( j) - y( j)] 2

∑
N

j = 1
[y( j) - y

-
] 2

(5)

R2
adj = 1 - n - 1

n-p
(1 - R2) (6)
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RMSE = 100 ×
∑
N

j = 1
[yr( j) - y( j)] 2

nσ [y( j)] 2 (7)

式中, yr 为响应面模型的计算值; y 为实验值; 􀭰y 为实

验值的均值;N 为样本点的个数;n 表示试验运行的次

数;p 为在输入量和输出量个数之和的基础上加 1;σ
为实验值的标准偏差。 R2

adj 值越接近 1 说明回归模型

越准确,而 RMSE 值越小说明拟合度就越好。
2. 2　 三倍方差准则

三倍方差准则又被称作拉依达准则,指先假设一

组检测数据只含有随机误差,对其进行计算得到其标

准偏差,然后按一定概率确定一个区间,认为凡超过这

个区间的误差,就不属于随机误差而是粗大误差,含有

该误差的数据应予以剔除[6]99-104。
三倍方差准则也被写作 3σ 准则,其中 σ 代表标

准差,μ 代表均值,其原则为:数值分布在(μ-σ,μ+σ)
中的概率为 0. 682 7;数值分布在(μ-2σ,μ+2σ)中的

概率为 0. 954 5;数值分布在(μ-3σ,μ+3σ)中的概率

为 0. 997 3。
因此可以认为,取值几乎都会全部集中在(μ-3σ,

μ+3σ) 区间内,超出这个范围的可能性仅占不到

0. 3%,由此利用此方法进行离群点剔除。
2. 3　 加权响应面模型

响应面代理模型被构建的过程中,由于样本点存

在随机性,因此不同样本点对所构造响应面的贡献是

不一样的。 为了提高响应面计算精度,在此以样本点

对目标函数贡献大小来赋权重值的大小,使距离目标

函数较远的样本点赋权重值小,由此提出改进响应面

的方法[15]455-460。
加权响应面法的基本思想就让离响应面 g(x)越

近的样本点,在确定常系数 β 时发挥越重要的作用,从
而 使 得 构 造 的 响 应 面 模 型 能 够 更 近 似 实 际 模

型[15] 455-460。 基 于 此, 样 本 点 权 重 系 数 用 ω =
diag ω j( ) (1≤j≤N) 表示,由此重新计算的响应阵列

中系数 β1 为

β = ATA( ) -1Ay (8)
β1 = ATωTωA( ) -1ATωTωy (9)

式中, A 是样本点构成的回归系数矩阵,形式如下

A =

1 x11 … x1n

1 x21 … x2n

︙ ︙ ︙
1 xm1 … xmn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(10)

　 　 利用比值型的加权方法,对抽样的 N 个样本点进

行排序,距离目标函数最近的样本点赋权值为 1,其余

权值 gbest 按比例缩小

gbest = min
N

i = 1
g xi( )

ωi = gbest / g xi( )
{ (11)

　 　 确定权值矩阵 ω i 后,利用最小二乘法进行迭代直

至计算结果收敛。 若结果不收敛,表明构造的初始响

应面模型存在缺陷,此时需重新构造初始响应面。
2. 4　 目标函数

通常频响函数曲线在一些频率点的值较大,可能

会影响响应面模型的预测精度,因此本文取其对数值

(lg(FRF))作为响应。 然后利用加速度频响函数的差

值构造目标函数,定义如下

Obj = ∑
maxF

f = 1
ŷf - lgHf(2πf) (12)

式中, ŷf 表示改进响应面模型在频率点 f 得到的预测

响应; maxF 表示观测的最大频率点; Hf 2πf( ) 表示试

验模型在频率点 f 的加速度频响函数。
布谷鸟算法具有特有的莱维性能,使其具备较强

的全局搜索能力,而且,此算法参数少,操作简单,易于

实现,寻优性能比较优异。 故本文选用布谷鸟算法来

求解参数修正值。
2. 5　 模型修正流程

本文的模型修正过程如图 1 所示,在构造响应

面模型前,先对待修正参数进行试验设计抽取一定

数量的样本点,然后求得样本点对应的加速度频响

函数构造初始响应面模型,接着用三倍方差准则淘

汰离群点,然后对初始响应面模型进行优化得到新

的样本点,基于新的样本点利用比值型加权方法进

行加权,构造改进响应面模型。 然后让改进响应面

模型代替有限元模型参与迭代优化,求得结构参数

的修正值。

3　 数值算例

在此以一个典型的平面桁架结构来验证经过改进

以后的响应面模型修正方法的有效性。 如图 2 所示,
该桁架模型由 40 个杆单元组成,共有 18 个节点和 33
个自由度,所有杆单元的弹性模量为 200 GPa,密度为

7 800 kg·m-3,1~9 号单元、10~18 号单元、19~26 号单

元以及 27 ~ 40 号单元的横截面积分别为 18 cm2、15
cm2、10 cm2 和 12 cm2。
3. 1　 激励点和测点的选取

采用模态参与度准则来选择试验激励点。 模态参

与度被用来评价结构各个自由度对于激发结构各阶模

态的贡献,可用下式表示

Wqi = ∑
N0

p = 1
Apqi

p = 1,2,…,N0 　 i = 1,2,…,r
{ (13)
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图 1　 模型修正流程图

Fig.1　 Flowchart of model updating

图 2　 平面桁架模型

Fig.2　 Plane truss model

式中,下标 p 和 q 分别表示输出和输入自由度;r 表示

模态总数;N0 表示自由度数;Apqi表示留数。
假设结构为比例阻尼,频响函数可表示为

Hpq ω( ) = ∑
r

i = 1

ϕpiϕqi

ω2
i - ω2 + 2iξiωωi

(14)

式中, ϕpi,ϕqi 分 别 为 模 态 矩 阵 中 的 第 i,p )( 和

i,q )( 项, ω i 为第 i阶共振频率, ξ i 为第 i阶模态阻尼。
此时,式中的留数可表示为

Apqi = ϕpiϕqi (15)
　 　 第 q 个自由度对激发所有感兴趣模态的贡献度,
可用下式表示

Wq = ∑
r

i = 1
Wqi q = 1,2,…,N0 (16)

　 　 单输入单输出模态响应试验中的最佳激励点可选

Wq 值最大的结构自由度。 桁架结构各个自由度的 Wqi

和 Wq 值如图 3 所示。
由图 3 可以看出,即 14 节点 Y 方向自由度的 Wq

最大,所以选第 26 个自由度为试验最佳激励点;此外

测点也有许多选取方法,但大多数方法均为多测点的

选取。 根据模型的特点,此处采用有效独立法[16] 选取

测量点,选取第 3 自由度为传感器测点。

图 3　 模态参与度值

Fig.3　 Value of modal participation

3. 2　 初始样本选取

用图 2 所示的有限元模型作为本算例的“试验模

型”,然后对该“试验模型”的待修正参数值进行偏离,
从而得到相应的“有限元模型”。 考虑到实际数据测

量中可能会受到噪声影响,这里给试验模型的响应加

入了一定的随机噪声。 选择弹性模量和材料密度为模

型待修正参数,对二者的值进行偏离,弹性模量增加

10%,材料密度减少 10%,得到对应的有限元模型的参

数值如表 1 所示。
表 1　 试验模型和有限元模型参数

Tab.1　 Parameters of experimental model and FEM

参数
Parameter

实验值
Experiment

value

初始误差
Initial error / %

有限元值
Finite element

value

弹性模量
Modulus of

elasticity / GPa
200 10 220

材料密度
Material density /

(kg·m-3)
7 800 10 7 020

建立代理模型之前,首先要进行样本点的选取。
对于全局优化问题,通常的方法是通过试验设计来选

取一组样本点。 所提方法由于后续要改进响应面模

型,因此对构建初始响应面模型时选取的初始样本点

数目并没有严格的要求。 这里采用抽样拉丁超立方抽

样在上述有限元模型两个参数(弹性模量、材料密度)
的±20%区间内进行抽样,最终抽取 40 个样本。
3. 3　 响应面模型的构造及验证

基于抽取的 40 个样本以及它们对应的加速度频
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响函数按第 2 节的理论构造初始响应面模型和改进响

应面模型。 其次,经过三倍方差准则和比值型加权方

法进行改进的响应面代理模型在第 50 个频率点得到

的拟合响应曲面如图 4 所示;根据公式(6)计算了其

负相关系数 R2
adj的平均值为0. 930 7,方差为0. 009 8;

通过公式(7)计算均方误差 RMSE的平均值0. 032 2,方
差为0. 004 1,并且画出其散点图,如图 5 所示。

图 4　 改进响应面数据预测响应

Fig.4　 Updating response surface data prediction response

对数值算例中的平面桁架结构的频响函数进行拟

合以后,由拟合响应曲面图 4、相关系数 R2
adj的均值方

差及其均方误差 RMSE均值方差和其散点图 5 可以看出

经改进响应面的拟合效果较好,模型精度也足以保证

预测的准确性,因此可以将其用于接下来的模型修正

中。

图 5　 均方误差散点图

Fig.5　 RMSE scatter map

基于表 1 中的修正参数,利用响应面模型、改进

响应面模型预测得到的频响函数及其有限元模型频

响函数曲线对比如图 6 所示,可以看出经过改进响

应面的模型预测值和未改进的响应面模型重合度较

高。
如图 7 所示的响应面模型和改进响应面模型分别

经过同样的布谷鸟算法优化求解以后,和有限元模型

频响函数、试验模型频响函数曲线进行对比。 可以看

出,经过改进的响应面模型优化以后,得到的频响函数

曲线更接近试验模型的频响函数曲线,因此认为改进

响应面模型相比于未改进的响应面模型精度有所提

高。

图 6　 未优化前预测响应对比图

Fig.6　 Comparison diagram of pre-optimized response
without optimization

图 7　 优化后预测响应对比图

Fig.7　 Comparison diagram of predicted response after optimization

3. 4　 模型修正

如图 8 所示,让满足精度要求的改进响应面模型

代替有限元模型参与迭代。 假定试验参数值在有限元

参数值的±20%区间内,使用布谷鸟算法进行迭代寻

优,设置鸟巢数为 50,最大迭代次数为 100。 算法运行

100 次时,迭代收敛曲线如图 8 所示。

图 8　 优化后迭代对比图

Fig.8　 Optimized post-iteration comparison chart

由图 8 可以看出,布谷鸟算法寻优能力稳定,而且

改进响应面相对于未改进响应面模型,整体误差值变

小。 其次为了与改进响应面模型的最终优化效果进行

对比,同时基于相同的样本点和其对应的频响函数构

造初始响应面模型和加权响应面模型,并利用布谷鸟

算法进行 50 次相同的寻优操作,经过统计后发现初始

响应面模型修正后弹性模量平均值为 203. 77 GPa,方
差为 1. 0×10-4,密度平均值为7 950. 97 kg / m3,方差为
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0. 098;仅加权的响应面模型修正后弹性模量平均值为

201. 27 GPa, 方 差 为 4. 0 × 10-5, 密 度 平 均 值 为

7 837. 06 kg / m3,方差为 0. 058;改进响应面模型修正

后弹性模量平均值为 200. 61 GPa,方差为 2. 6×10-5,
密度平均值为7 814. 08 kg / m3,方差为 0. 038。 其修正

参数平均值及其误差结果如表 2 所示,可以明显的看

出,改进后的响应面模型取得了比较明显的进步,证明

此方法确实提高了模型修正的精度。 值得一提的是,
响应面模型和改进响应面模型得到的修正结果均有一

定的误差,而这误差并不是因为优化算法的寻优能力

不足,而是由响应面模型本身的预测误差造成的。 所

以只有在保证足够精确的前提下,才能够用于结构模

型修正,以减小计算量,得到精确的修正结果。

表 2　 模型修正参数及误差

Tab.2 Model correction parameters and errors

参数
Parameter

试验值
Experiment value

初始响应面模型
Initial response
surface model

平均误差
Average
error / %

加权响应面模型
Weight response
surface model

平均误差
Average
error / %

改进响应面模型
Updating response

surface model

平均误差
Average
error / %

弹性模量
Modulus of

elasticity / GPa
200 203. 77 1. 53 201. 32 0. 87 200. 61 0. 32

材料密度
Material density /

(kg·m-3)
7 800 7 950. 97 1. 33 7 837. 46 0. 66 7 814. 21 0. 31

4　 结论

本文提出了一种基于加速度频响函数的改进响应

面模型的修正方法,并用数值算例检验了方法的有效

性和精度,结论如下:
1)加速度频响函数能够提供更多的频率点信息,

增加可利用的数据信息,可以提高计算精度。
2)对于单输入单输出模态响应试验,可以使用模

态参与度准则选取激励点,有效独立法选取测量点,合
适的激励点和测量点选取有助于提高参数识别精度。

3)经过离群点剔除和比值型加权方法进行改进

以后的响应面模型相对于未改进的响应面模型拥有更

好的精度。
对于针对加速度频响函数模型修正,目前使用数

值仿真算例验证所提方法的有效性,在接下来的研究

中,模态响应试验的进行是十分必要的。
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