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摘要　 对失效数据量小、加速模型难以确定的情况,传统模型很难对试验结果做出较为准确的评估。 基于灰色预测

理论对服从 Weibull 分布的恒加寿命试验数据进行了分析,采用与应力有关的权重生成背景值补充缺失数据,建立等间

距灰色预测模型,从而对加速寿命预测模型参数进行了修正。 算例分析表明:灰色预测理论对加速试验数据评估模型得

到的结果相对误差较小,有较高的预测精度。
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Abstract　 At the case where the amount of failure data is small and the acceleration model is difficult to be determined, it

is difficult for the traditional model to make a more accurate assessment of the testing results. Based on the grey prediction theory,
the constant-experience data of life-obeying Weibull distribution was analyzed. The stress-related weights were used to generate
background values to complement the missing data, and an equally spaced gray prediction model was established to correct the
parameters of the accelerated life prediction model in this work. The analysis of the example indicated that the gray acceleration
testing data evaluation model had a small relative error and high prediction accuracy.
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　 　 引言

随着科学技术的进步,要快速地评估高可靠性、长
寿命产品在实际贮存环境中的可靠性水平,加速寿命

试验的数据分析与评估技术是有效的手段之一[1]1-13。
目前,国内外通常采用自然环境贮存试验和加速贮存

寿命试验两种思路来评估产品的实际寿命。 自然贮存

试验周期长、数据少、评估偏差大,加速贮存试验可很

大程度上缩短试验时间,且能获得相对较多的样本数

据,是目前高可靠性产品贮存寿命评估方法的重要技

术手段。 加速寿命试验分为恒加、步加和序加试验等

方法。 在这几种加速寿命试验中,恒加试验的理论方

法较为成熟,评估结果精度相对较高。 但由于在航空、
航天、军工等领域的高可靠性产品价格昂贵且长寿命,
所以即使是加速寿命试验所得到的失效或退化数据也

相对较少甚至稀缺。 1982 年邓聚龙教授创立的灰色

系统理论[2],通过对“部分”已知信息的挖掘,提取有

价值的信息,实现对系统运行行为、演化规律的正确描

述和有效监控[3]。 其中 GM(1,1)系列模型是灰色预

测理论的基本模型,其研究与应用十分广泛,一直受到

国内外关注[4-7]。 钱毅[8] 采用传统均值生成背景值的

灰色预测模型对加速寿命试验数据进行了预测,但构

造精确度更高的背景值对于模型的预测更有意义。
本文利用灰色预测理论对 Weibull 分布场合下的
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恒加试验数据进行评估,利用等维灰数递补模型建模得

到预测值,采用最小二乘法对特征寿命与应力水平的关

系进行分析,得到了经灰色预测的加速模型参数,再用

该加速模型对常应力下的寿命进行估计,并检验精度。

1　 灰色预测模型 GM(1,1)

设原始寿命数据为 X(0) = (x(0)(1),x(0)(2),...,
x(0)(n)), 其中, x(0)(k) ≥0(k = 1,2,...,n)。 对其进

行一 次 累 加 生 成 得 到 新 序 列 X(1) = (x(1)(1),

x(1)(2),...,x(1)(n)), 其中, x(1)(k) = ∑
k

i = 1
x(0)( i)(k =

1,2,...,n)。 设 Z(1) = ( z(1)(1),z(1)(2),...,z(1)(k)),
其中, z(1)(k) = x(1)(k) + x(1)(k - 1)[ ] / 2(k = 2,
3,...,n), 称

x(0)(k) + az(1)(k) = b (1)
　 　 为 GM(1,1)模型,其中 - a 为发展灰数, b 为灰色

作用量。 其白化微分方程为

dx(1)

dt
+ ax(1) = b (2)

　 　 当 t = 1 时,取 x(1)(1) = x(0)(1), 得式(2)的解为

x̂(1)(k + 1) = (x(0)(1) - b
a
)e -ak + b

a
(3)

　 　 得到时间响应式

x̂(0)(k + 1) = x̂(1)(k + 1) - x̂(1)(k) =

(x(0)(1) - b
a
)(1 - ea)e -ak (4)

其中, a和 b 可由原始数据根据式(1)通过最小二乘法

得到。

2　 加速贮存试验数据的统计处理

2. 1　 基本假设

加速贮存试验选定产品在 k 个应力水平 Ti( i = 0,
1,…,k) 下 进 行 定 数 截 尾 试 验, 且 T0 < T1 <
T2 < … < Tk, 其中 T0 为正常应力水平。 应力水平 Ti

下的样本量与失效数分别为 ni 和 ri, 寿命数据为

xi(1),xi(2),…,xi( ri) 且 xi(1) ≤ xi(2) ≤ … ≤
xi( ri)。

产品寿命满足假设:各个应力水平下试样的寿命

相互独立,服从 Weibull(mi,ηi) 分布,且试样失效机

理不变,即 m1 = m2 = m3 = … = mk 􀰛 m。
以温度为加速应力的加速寿命试验中,加速模型

一般用 Arrhenius 模型[1]197-207,该模型为

lnηi = α + βφ(Ti) (5)
其中, α,β 是待定参数,应力水平 Ti 为绝对温度时,
φ(Ti) = 1 / Ti。

2. 2　 Weibull 场合下基于 GM(1,1)模型的加速寿命

预测

用序列 X i
(0) = (xi

(0)(1),xi
(0)(2),…,xi

(0)( ri))
表示应力水平 Ti 下的 ri 个寿命数据,即应力水平 Ti 下

产品的平均寿命为 xi (0) =
1
ri
(xi (0)(1) + xi (0)(2) +… +

xi (0)(ri))。 对 xi (0) 取对数,把 Ti 下产品寿命分布

Weibull(mi,ηi) 化成极值分布 G(μi,σi), 其中, μi =
lnηi,σi = 1 / mi。 将每一个应力下的对数平均寿命 ln

xi (0) 作为一个数据列,其中, ln x(0) = (ln x(0)(1),ln

x(0)(2),…,ln x(0)(k))。 为后面计算方便,仍将该数

据列记为 X(0) = (x(0)(1),x(0)(2),…,x(0)(k)), 其一

次累加生成序列为 X(1)。 假设存在 δ ∈ 0,1[ ] , 使得

z(1)(k) 满足 z(1)(k) = δx(1)(k - 1) + (1 - δ)x(1)(k),
Z(1) = ( z(1)(1),z(1)(2),…,z(1)(k))。 采用几何方法

确定权重, 将式 ( 2) 在 k - 1,k[ ] 上积分可得到

z(1)(k) = ∫k
k-1

x(1)( t)dt。

由式(3)设方程解的形式为 x(1)(k) = ue -a(k-1) +
v, 得到

z(1)(k) = u
ea(k-2)

1 - δ + δea

ea( ) + v (6)

　 　 又

z(1)(k) = u
ea(k-2)

1
a

- 1
aea( ) + v (7)

　 　 由式(6)、式(7)相等可得

δ = 1
a

- 1
ea - 1

　 　 得到方程

x(0)(k) + a∗x(1)(k) = b∗ (8)
其中, a∗ = a / (1 - aδ),b∗ = b / (1 - aδ) 由最小二乘法

估计。 根据参数之间的关系,可得到

a = ln( â∗ + 1)

b = b̂∗ ln( â∗ + 1)
â∗

δ = 1
ln( â∗ + 1)

- 1
â∗

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

　 　 由原始寿命 X(0), 得到相应的预测模型模拟序列

X
^
(0), 其残差序列为

ε(0) = (ε(1),ε(2),…,ε(n)) =

(x(0)(1) - x̂(0)(1),x(0)(2) - x̂(0)(2),…,

x(0)(n) - x̂(0)(n))
　 　 相对误差序列为

Δ = ε(1)
x(0)(1)

,
ε(2)
x(0)(2)

,…,
ε(n)
x(0)(n)( ) = Δk{ } n

1
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　 　 且

􀭰x = 1
n∑

n

k = 1
x(0)(k),S2

1 = 1
n∑

n

k = 1
(x(0)(k) - 􀭰x) 2,

ε- = 1
n∑

n

k = 1
ε(k),S2

2 = 1
n∑

n

k = 1
(ε(k) - ε-) 2,

分别为 X(0) 与 ε(0) 的均值和方差。
模型模拟精度的检验通过对残差的考察来判断,

均方差比值 C = S2 / S1, 对于给定的 C0 > 0,C < C0 和

小误差概率 p = P( ε(k) - ε- < 0. 6745S1) 对于给定

的 p0 > 0,p > p0 时的精度等级如表 1 所示。

表 1　 精度检验等级参照表

Tab.1　 Accuracy inspection level reference table

指标临界值
Critical value

精度等级
Accuracylevel

相对误差
Relative error

α

关联度
Correlation

ε0

均方差比值
Mean variance ratio

C0

小误差概率
Little error probability

p0

一级 Level 1 0. 01 0. 90 0. 35 0. 95
二级 Level 2 0. 05 0. 80 0. 50 0. 80
三级 Level 3 0. 10 0. 70 0. 65 0. 70
四级 Level 4 0. 20 0. 60 0. 80 0. 60

3　 算例分析

由统计资料查得某型号电容器的寿命服从

Weibull 分布,为验证灰色预测模型得到的加速数据是

否与现场数据统计性相容,分别用传统加速模型和本

文的灰色加速模型估计该电容器在正常温度水平 T0 =
50 ℃下的可靠性指标。 选定四个加速温度,实验的相

关数据如表 2。
表 2　 实验数据

Tab.2　 The experimental data

温度
Temperature / ℃ 75 125 150 175

样本量
Sample size 60 60 20 20

失效数
Failure number 26 33 12 14

3. 1　 利用传统加速模型计算

根据查表[9]及文献[1] 207-216计算可得参数的简

单线性无偏估计如表 3 所示。 由于假定 m1 = m2 =

m3 =… = mk = m, 由 Lagrange 乘子法,在所有的 σ̂i 的

线性组合类中找一个方差最小的无偏估计,作为 σ 的

估计,由此可得到 m̂ = 1 / σ̂, 但 m̂ 不是无偏估计,得到

m的近似无偏估计为 􀭾m = 1. 060 5。 可得加速模型(5)

中 α,β 的估计值 α̂ = - 12. 245 8,β̂ = 7 459。
表 3　 简单线性无偏估计

Tab.3　 Simple linear unbiased estimation

μ̂i σ̂i

T1 8. 620 4 0.778 8
T2 6.485 5 1.113 5
T3 5.210 8 0.882 5
T4 4.525 9 0.862 6

由此得到正常温度水平 T0 = 50 ℃ (绝对温度为

323 K)下的可靠性指标

μ̂0 = 10. 847 1,η̂0 = 51 400
3. 2　 利用灰色预测模型计算

由于应力水平分别为 75 ℃,125 ℃,150 ℃,175
℃,为了建立等间距灰色模型,改进 GM(1,1)模型中

紧邻序列生成方式得到权重 δ = 0. 528 2, 由权重决定

背景值来生成 T = 100 ℃ 下的预测数据,将扩充得到

的 5 个温度下的平均寿命对数值作为新的原始数据列

X(0) 建立灰色预测模型。 得到发展灰数 - a = 0. 181 5
和灰色作用量 b = 3. 339 5, 时间响应式的离散解为

x̂(1)(k + 1) = lnE
^
(1)(k + 1) = 22. 1555e0. 1794k - 18. 3964

得到估计生成序列 lnÊ(0) 如图 1。 均方差比值 c =
0. 0052 < 0. 35 和小概率误差 p = 1 > 0. 95 查表 1 都

为一级精度,故预测序列精度符合要求。 预测序列的

散点图如图 2 所示。

图 1　 预测数据与真实数据

Fig.1　 Prediction data and true data

将预测值与温度利用 Matlab 软件对它们之间的

线性关系进行回归分析,拟合效果如图 3 所示,回归方

程中参数 α̂′ = - 11. 186 7,β̂′ = 6 587. 279 4。
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图 2　 预测值散点图

Fig.2　 Scatter predictive value

图 3　 寿命函数与温度函数线性关系

Fig.3　 Linear relationship between characteristic life
and absolute temperature

此时可得到灰色预测的加速方程,由此估计正常

应力水平下的平均寿命为 Ê′(T) = 55 843. 926 1。
利用等间距灰色预测模型和加速模型相结合建

模,最后得到常应力水平的预测值,预测误差明显减

小,如表 4 所示相对误差为 0. 34%,分析其主要原因:
根据灰色预测模型得出由与应力水平相关的权重生成

背景值,估计出 100 ℃下的特征寿命,对原始数据序列

进行扩充,再次建立模型,调整模型并提高了精度,使
得预测相对误差减小。

表 4　 误差检验表

Tab.4　 Error check table

序号 残差 平均相对误差

Serial number Residual ε(k) Average relative error Δ
2 -0. 131 8
3 0. 041 1
4 0. 120 8
5 -0. 129 8

-0. 003 4

4　 结论

本文针对在加速贮存试验中,加速模型难确定的

问题,基于灰色系统理论进行加速贮存试验可靠性评

估方法研究。 以灰色预测模型为背景,结合 Arrhenius

加速模型兼具二者特点,能准确的对失效样本缺失数

据做出预测,与已有方法相比,本文采用的模型数据模

拟预测精度更高。 本文在可靠性评估过程中数据服从

Weibull 分布,对于小样本下设备的可靠性评估采用本

文所研究的模型精度更高。
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