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摘要　 主动学习 Kriging(ALK)模型能够只在极限状态平面附近的狭小区域近似功能函数,因此能够极大提高可靠

性分析的效率。 但是已有方法多数基于 DACE 工具箱建立 Kriging 模型,难以获得 Kriging 模型的最优相关参数,进而难

以获得最优的训练点。 引入差分进化算法,对 Kriging 模型的相关参数进行全局搜索,提高每次迭代 Kriging 模型的预测

精度,保证每次学习都能获得最优的训练点,从而明显提高了基于 ALK 模型的可靠性分析方法的效率。
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Abstract　 Active learning Kriging (ALK) model is able to only approximate the performance function in a narrow region

around the limit state surface. Therefore, the efficiency of reliability analysis is remarkably improved. However, most of the
existing strategies build the ALK model based on a so-called DACE toolbox. DACE cannot obtain the global optimal parameter of
a Kriging model and the training point chosen in each iteration cannot be the optimal one. In this paper, one famous global
optimization, i.e., the differential evolution algorithm is introduced to explore the optimal parameter of Kriging model and improve
the accuracy of Kriging prediction information. As a result, the training point in each iteration is guaranteed to be the global
optimal one and the efficiency of ALK model is largely improved.
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　 　 引言

实际工程结构往往伴随着多种不确定性参数。 产

品在不确定性因素作用下的安全程度,需要借助可靠

性分析来获得。 可靠性分析往往需要转化为大量的确

定性分析。 实际工程中,每次确定性分析往往需要借

助有限元分析。 这使得完整的可靠性分析过程十分耗

时。 因此,高效高精度的可靠性分析方法一直是科研

人员的重点研究内容。 目前为止,可靠分析方法主要

分为如下三类[1] 2459-2468:
(1) 近似解析法。 主要包括一阶可靠性方法

(FORM)和二阶可靠性方法( SORM)。 FORM、SORM
适用于功能函数非线性程度不高的问题,对于此类问

题,其求解效率和精度较高。 但是,对于强非线性问

题、多失效域问题,其精度难以保证。 (2)抽样仿真方

法。 此类方法主要包括 Monte Carlo 方法(MCS)、重要

抽样法、子集模拟法、方向抽样法等。 此类方法精度较

高,但是效率很低。 (3)基于代理模型的分析方法。
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常用的代理模型有多项式响应面[2]、神经网络[3]、支
持向量机[4]、Kriging 模型[5]133-151,传统代理模型都存

在如下问题:①人为地、机械地布置训练点,导致选取

的训练点不一定是对失效概率精度影响最大的点,从
而导致训练点的增多;②代理模型精度缺乏恰当的度

量标准,导致精度难以保证[6]109-117。 针对上述问题,一
类基于主动学习 Kriging(ALK)模型的可靠性分析方

法成为当今的研究热点。
Kriging 模 型 的 本 质 是 高 斯 过 程 模 型。 利 用

Kriging 模型提供的预测信息,构建恰当的加点准则,
选取近似空间中正负号最可能被错误预测的点加入实

验设计(DoE),即可保证最终的 Kriging 模型仅仅在功

能函数正负号最可能被错误预测的区域(而不是在整

个设计空间)对功能函数进行近似。 这就是 ALK 模型

应用在可靠性领域的基本思路。 基于这种思路,著名

的 AK-MCS 方法[7]145-154和 EGRA 方法[1]2459-2468被提了

出来。 而后,国内外学者在 AK-MCS 和 EGRA 的基础

上,对 ALK 模型进行了多方面的改进。 文献[8] 152-165

提出了新的、更加高效的加点准则,文献[9]定义了更

加合理的设计空间,文献[10] 501-521提出了更加合理的

收敛准则。 文献[11] 235-241[12]研究了 ALK 模型在系

统可靠性和时变可靠性问题中的应用。
但是,在 ALK 模型的构建过程中,DACE 工具箱

仍然在普遍使用[6]109-117[7]145-154[8]152-165[10]501-521。 在该工

具箱中,Kriging 模型的相关参数采用基于梯度的优化

算法求解[13]1522-1530[14]373-380,而该算法极易陷入局部最

优解。 这使得 Kriging 模型难以给出最优的预测均值

和预测方差,难以保证学习方程预测出最优的训练点,
进而导致 ALK 模型对训练点的浪费。 因此,本文引入

一 种 有 效 的 全 局 优 化 算 法———差 分 进 化 算

法[15]93-99[16]830-843[17]341-359(DE),对 Kriging 模型的最优

参数进行全局搜寻,从而进一步提高 ALK 模型的效

率。

1　 结构可靠性分析

假设 结 构 的 功 能 函 数 为 G x( ) , 其 中 x =
x1,…,xD[ ] 是随机变量。 则结构的失效概率定义为

P f = P G x( ) < 0{ } = ∫
RD
IF G x( ) < 0( ) f x( ) dx (1)

其中, P 　{ } 表示某一事件的概率, f 　( ) 表示变量的

联合概率密度函数(PDF), IF 　( ) 为失效指示函数。相
应地,结构的可靠度为 1 - P f。 采用 MCS 方法,结构

的失效概率可以估计为

P̂ f =
1

NMC
∑
NMC

i = 1
IF G x i( )( ) < 0( ) (2)

其中, x i( ) i = 1,…,NMC( ) 为随机样本。 该估计的变

异系数(Cov)

Cov P̂ f( ) =
1 - P̂ f

NMC P̂ f

(3)

　 　 Cov 表征了估计的离散程度,较小的变异系数方

能保证估计的可信性。 变异系数通常需要小于

0. 1[7]145-154,此时所需的样本个数 NMC ≥100 / P f。 MCS
方法可以得到结构“准确”的失效概率,其结果常作为

检验其他方法精度的参考解,但是需要大量的功能函

数计算次数。 而实际工程问题的功能函数计算往往需

要借助计算费时的有限元分析,这使得基于 MCS 的可

靠性分析效率很低。 采用 ALK 近似模型,可以显著减

少功能函数计算次数。

2　 主动学习 Kriging 模型

Kriging 模型采用高斯过程来表示 G x( ) [7] 145-154

G x( ) = β̂ + z x( ) (4)

其中, β̂ 是均值, z x( ) 是平稳高斯过程。 z x( ) 的均值

为 0,方差为 σ 2, 自相关函数为

E z x( ) ,z x′( )[ ] = σ2Rxx x - x′ ,θ( ) (5)
其中, Rxx x - x′ ,θ( ) 是高斯相关函数,参数为 θ(维
数为 D)。

给定一个 DoE: x 1( ) ,x 2( ) ,…,x m( )[ ] T 与 g =
G x 1( )( ) ,G x 2( )( ) ,…,G x m( )( )[ ] T, 可以得到方程

(4)的后验分布: Ĝ x( ) ~ N μG x( ) ,σ 2
G x( )( ) 。 Kriging

模型采用该后验分布对未知点处的响应进行预测,预
测均值

μG x( ) = β̂ + r x,θ( ) TR θ( ) -1 g - β̂1( ) (6)
　 　 预测方差

σ2
G x( ) = σ2 [1 + 1TR θ( ) -1r x,θ( ) - 1( ) 2

lTR θ( ) -11
-

rT x,θ( ) R θ( ) -1r x,θ( ) ] (7)

其中, r x,θ( ) 是一个 m × 1 的向量,其第 i 个元素

ri x,θ( ) = Rxx x - x i( ) ,θ( ) ;R θ( ) 是一个 m 阶方

阵,其第( ij)个元素 R ij θ( ) = Rxx x i( ) - x j( ) ,θ( ) 。

参数 β̂ 和 σ 2 可以表达为

β̂ = 1TR θ( ) -11( ) -11TR θ( ) -1g (8)

σ2 = 1
m

g - β̂1( ) TR θ( ) g - β̂1( ) (9)

　 　 参数 θ 需要通过最大似然估计方法得到,这就需

要求解下面的优化问题

L θ( ) = min
θ

R θ( )
1
mσ2( ) (10)
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　 　 充分利用 Kriging 模型提供的预测信息: Ĝ x( ) ~
N μG x( ) ,σ 2

G x( )( ) , 即可构造恰当的学习方程,在候

选空间中选出 “最可能” 位于极限状态平面附近

(G x( ) = 0) 的点或 G x( ) 正负号最可能被错误预测的

点。 本文建立 ALK 模型采用 “可行性期望函数”
(EFF)学习方程,其定义为[1]2459-2468

　 EFF x( ) =μG 2Φ
-μG

σG
( ) -Φ ε-μG

σG
( ) -Φ

-ε-μG

σG
( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-

　 　 　 　 σG 2ϕ
-μG

σG
( ) -ϕ ε-μG

σG
( ) -ϕ

-ε-μG

σG
( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
+

　 　 　 　 ε Φ
ε-μG

σG
( ) -Φ

-ε-μG

σG
( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (11)

其中, ε = 2σG x( ) ;ϕ 和 Φ 分别为标准正态分布

的概率密度函数和累积分布函数(CDF)。 EFF 描述了

点位于 G x( ) = 0 附近区域的可行程度。 候选点中,使
EFF 取得最大值的点即为最优的训练点,即

x ∗( ) = max
x∈ΩC

EFF x( ) (12)

其中, ΩC 为候选点的集合。 将当前最优训练点加入

DoE,更新 Kriging 模型,并选出新的最优训练点,不断

迭代,即可建立 ALK 模型。 最终,可以发现所选的训

练点多数集中于 G x( ) = 0 附近的狭小区域。 ALK 模

型能够仅仅在“感兴趣”的区域对目标函数进行近似,
这是其区别于其他近似模型的主要特点。

可以看到学习方程(11)强烈依赖 Kriging 模型提

供的预测信息。 而 Kriging 模型的参数 θ 决定了该预

测信息的准确程度[5]133-151[13]1522-1530[14]373-380。 只有全局

最优的 θ,才能给出最准确的预测均值和预测方差,从
而保证方程(12)提供最优的训练点。 但是,已有方法

仍 然 采 用 DACE 工 具 箱 建 立 Kriging 模

型[6]109-117[7]145-154[8]152-165[10]501-521。 在 该 工 具 箱 中,
Kriging 模型的参数 θ 采用基于梯度的优化算法求

解[13]1522-1530[14]373-380,极易陷入局部最优解。 这使得

ALK 模型每一次迭代均难以获取最优的训练点,进而

导致训练点的浪费。

3　 差分进化算法

本文采用 DE 算法对方程(10)进行求解。 差分进

化算法于 1995 年被 Storn 和 Price 提出[15]93-99[16]830-843。
作为一种基于群论的智能优化算法,DE 通过三个流程

不断改进种群的质量:变异、交叉、选择。 算法开始时,
需要对种群进行初始化。 假设在第 t 代,种群中包含

N 个个体: θ t,1,…,θ t,N{ } 。 则初始化种群 ( t = 0) 为

θ0,i,j = θ j,min + randi,j θ j,max - θ j,min( ) (13)
其中, θ 0,i,j 为初始种群中 θ t,1 t = 0( ) 的第 j 个元素;
θ j,max 和 θ j,min 分别设计变量 θ 的第 j 个元素的上界和下

界; randi,j ∈ 0,1[ ] 是一个均匀随机数。 对于第 i 个
个体 θ t,i, 其变异体为

vt,i = θt,r1 + λ θt,r2 - θt,r3( ) (14)
其中, r1,r2,r3[ ] 是从 1,…,N[ ] 中选出的两两不同

的整数,且均不等于 i;λ 是变异系数。 变异之后, θ t,i

和 vt,i 将进行交叉,得到候选个体 ut,i

ut,i,j =
vt,i,j 　 　 　 rand j ≤ CR 或 j = jrand
θt,i,j 　 　 　 其他{ (15)

其中, ut,i,j,vt,i,j,θ t,i,j 分别为个体 ut,i,vt,i 和 θ t,i 的第 j
个元素; rand j ∈ 0,1[ ] 是一个均匀随机数; jrand 是从

1,…,D[ ] 中随机选择的整数, CR 为交叉控制参数。
而后比较 ui 和 θ i, 选择最优的个体作为下一代种群中

的个体

θt +1,i =
ut,i 　 　 L ut,i( ) ≤ L θt,i( )

θt,i 　 　 其他{ (16)

　 　 不断对方程(14) ~方程(16)进行迭代,种群质量

将不断改善,最终可以从中获得全局最优的参数

θ[16]830-843[17]341-359,建立起更加精确的 Kriging 模型。

4　 算法流程

(1) 采用拉丁超立方抽样产生少量训练点。 训练

点数目定为 12,样本空间为 [F i
-1 (Φ(-5),F i

-1 (Φ
(5 ))] (F i

-1 为 第 i 个 随 机 变 量 CDF 的 逆 函

数) [11]235-241。
(2) 采用 MCS 方法根据 x 的 PDF 抽取 NMC 个样

本点,作为候选点。
(3) 采用 DE 求得全局最优 θ,建立 Kriging 模型。
(4) 采用 Kriging 模型预测所有候选点的均值和

方差, 求取 EFF。 从中选出最优的训练点, 记为

x ∗( ) 。
(5) 如果 maxEFF x ∗( )( ) ≤ 10 -4, 转到步骤(7),

否则,继续。
(6) 计算 G x ∗( )( ) , 将 x ∗( ) 加入 DoE,转到步

骤(3)。
(7) 基于 Kriging 模型的预测均值,采用 MCS 估

计失效概率 P f 和变异系数 Cov。 如果 Cov ≤ 5%, 输

出 P f;否则,增大 NMC, 回到步骤(2)。

5　 算例分析

5. 1　 十杆桁架结构

如图 1 所示为一个十杆桁架结构[18],承受垂向节

点载荷 P。 水平杆、垂直杆和斜杆的截面面积分别为

A1,A2,A3,杆件的弹性模量为 E,结构的功能函数定义

为

G x( ) = 0. 06 - Δ x( ) (17)
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其中, Δ 　( ) 为桁架右上节点的垂向位移, x 为随机变

量。 Δ 　( ) 可以通过有限元分析求得。各个随机变量的

分布类型和分布参数如表 1 所示。

图 1　 10 杆桁架结构

Fig.1　 10-bar truss structure

表 2 列出了不同方法得到的计算结果。 需要说明

的是,由于 ALK 模型的初始点和候选点均为随机产

生,为保证稳定性,所提方法和 AK-MCS 各自执行了

　 　

10 次,表 2 中的结果为 10 次运行的平均数据。 MCS
也执行 10 次,得到平均值作为其他方法的参考解。 可

以看到,由于结构的功能函数接近线性,FORM 得到了

相当准确的计算结果。 AK-MCS 的精度高于 FORM,
但是需要更多的有限元计算次数。 所提方法在保证精

度的前提下,需要的有限元计算次数明显少于其他算

法。 AK-MCS 和所提方法的初始样本点数目、候选点

数目、收敛条件保持完全一样,AK-MCS 采用 DACE 建

立 Kriging 模型,采用梯度优化算法搜寻相关参数;所
提方法采用优化的 DACE 建立 Kriging 模型,采用 DE
全局优化算法搜寻相关参数。 可以看到,正是由于保

证了参数 θ 的全局最优性,ALK 模型的效率得到了明

显提升,在保证精度的前提下,节省了近 30 次有限元

计算。

表 1　 10 杆桁架结构的随机变量

Tab.1　 Random variables of 10-bar truss structure

变量 Variable 分布类型 Distribution 均值 Mean 标准差 Standard deviation
A1 / m2 正态分布 Normal 10-2 5×10-4

A2 / m2 正态分布 Normal 1. 5×10-3 7. 5×10-5

A3 / m2 正态分布 Normal 6×10-3 3×10-4

l / m 正态分布 Normal 9 0. 9
P / N 正态分布 Normal 2. 5×105 2. 5×104

E / MPa 正态分布 Normal 6. 9×104 3. 45×103

表 2　 10 杆桁架结构的计算结果

Tab.2　 Results of 10-bar truss structure

方法 Method MCS FORM AK-MCS 所提方法 Proposed method
功能函数计算次数
Function evaluations 5×104 55 66. 1 32. 9

Pf 4. 87×10-2 4. 98×10-2 4. 85×10-2 4. 88×10-2

Cov / % 1. 98 - 1. 40 1. 40
相对误差
Relative error / %

- 2. 26 0. 41 0. 21

可靠度 Reliability 0. 951 3 0. 950 2 0. 951 5 0. 951 2

　 　 为了展现差分进化算法对 Kriging 模型参数 θ 的

优化效果,特在相同训练点的情况下,用不同方法对方

程(10)进行求解,求解过程如图 2 所示。 其中,SQP
算法为 Matlab 自带的序列二次规划算法。 DACE 中自

带的优化算法按照 DACE 工具箱默认设置;SQP 算法

误差限设置为 10-16,最大迭代次数和最大函数计算次

数均设置为较大值,从而保证 SQP 算法展现最优性

能。 可以看到,两种基于梯度的优化算法容易陷入局

部最优解,难以获得全局最优的参数 θ。 而差分进化

算法经过 20 次迭代,即收敛至函数值明显更小的最优

解。 这展现了 DE 在优化 Kriging 模型参数 θ 的优越

性。
所提方法与 AK-MCS 的训练点如图 3 所示。 可以

看到,两种方法的训练点均位于极限状态平面附近,这
说明 ALK 模型仅仅在“感兴趣”的区域对功能函数进

行近似,而不是整个设计空间。 同时,亦可看到所提方

法的训练点更早、更多地汇集于 G x( ) = 0 两侧。 这说

明所提方法的训练点是更加优化的训练点。 这些更优

的训练点对失效概率预测精确的改善将更为明显。 图

4 展示了两种方法在学习过程中 Kriging 模型预测失

效概率的变化曲线和 EFF 最大值的变化曲线。 可以

看到,由于选择了更优的训练点,所提方法更快地收敛

于真实的失效概率,所提方法更快地到达终止条件。
更加优化的训练点加速了 ALK 模型的收敛,节约了训

练点。
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图 2　 不同算法优化 Kriging 模型参数 θ
Fig.2　 Optimization of parameter θ by different methods 图 3　 不同方法 DoE 对比

Fig.3　 DoE of different methods

图 4　 ALK 模型学习过程(5. 1 节)
Fig.4　 Learning process of ALK model (Section 5. 1)

图 5　 非线性弹簧振子

Fig.5　 A non-linear oscillator

5. 2　 非线性弹簧振子

如图 5 所示,一个无阻尼弹簧振子承受冲击载荷

F 的作用。 其功能函数为

G x( ) = 3r -
2F1

mω2
0

sin
ω0 t1
2( ) (18)

其中, ω0 = c1 + c2( ) / m 。 该算例共有六个随机变

量,详见表 3。
不同方法求解该问题所得到的结果如表 4 所示。

与算例 4. 1 相似,MCS、AK-MCS 和所提方法各运行 10
次,表 4 中的结果为 10 次运行的平均结果。 可以看到,
在相同的初始条件和收敛条件的情况下,所提方法不仅

保持了高精度,而且比 AK-MCS 节约近 40 个训练点。
表 3　 弹簧振子问题的随机变量

Tab.3　 Random variables of non-linear oscillator

变量
Variable

分布类型
Distribution

均值
Mean

标准差
Standard deviation

m 正态分布 Normal 1 0. 05
c1 正态分布 Normal 1 0. 1
c2 正态分布 Normal 0. 1 0. 01
r 正态分布 Normal 0. 5 0. 01
t1 正态分布 Normal 1 0. 2
F1 正态分布 Normal 1 0. 2

表 4　 弹簧振子的计算结果

Tab.4　 Results of non-linear oscillator

方法
Method MCS AK-MCS 所提方法

Proposed method

功能函数计算次数
Function evaluations 1×105 102. 6 66. 1

Pf 2. 87×10-2 2. 85×10-2 2. 85×10-2

Cov / % 1. 84 1. 85 1. 85
相对误差

Relative error / %
- 0. 70 0. 70

可靠度 Reliability 0. 971 3 0. 971 5 0. 971 5
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图 6 给出了两种方法学习过程中预测的失效概率

和 EFF 最大值的变化曲线。 可以看到,随着训练点的

不断添加,ALK 模型预测精度不断地提高,但是所提

方法更加快速地趋近于真实解。 这说明,通过对参数

θ 进行全局优化,保证了所添加训练点的全局最优性,

从而起到了对失效概率预测精度的最大改善。 同时也

可以看到,所提方法更快地收敛于终止条件。 这体现

了采用 DE 算法全局优化 Kriging 参数 θ 对主动学习

过程的改善作用。

图 6　 ALK 模型学习过程(5. 2 节)
Fig.6　 Learning process of ALK model (Section 5. 2)

表 5　 曲柄滑块机构随机变量

Tab.5　 Random variables of crank-slider mechanism

随机变量
Variable

变量含义
Meaning

变量类型
Distribution

均值
Mean

标准差
Standard variation

a / mm 曲柄长度 Length of crank 正态分布 Normal 100 1
b / mm 连杆长度 Length of connecting rod 正态分布 Normal 400 1
P / kN 外载荷 External force 正态分布 Normal 750 75

E / GPa 摇杆弹性模型
Young’s modulus of connecting rod 正态分布 Normal 200 20

d1 / mm 连杆内径
Inner diameter of connecting rod 正态分布 Normal 20 1

d2 / mm 连杆外径
Outer diameter of connecting rod 正态分布 Normal 40 1

e / mm 偏心距 Offset 正态分布 Normal 125 1

μ 滑块与地面摩擦因数
Coefficient of friction between ground and slider 正态分布 Normal 0. 2 0. 02

5. 3　 曲柄滑块机构

这里考虑一个曲柄滑块机构中连杆的失稳问

题[19],如图 7 所示。 在运动过程中,连杆存在失稳的

可能性。 因此,功能函数定义为

G x( ) =
π3E d4

2 - d4
1( )

64b2
- P b - a( )

b - a( ) 2 - e2 - μe
(19)

　 　 其中各个变量的详细信息参考表 5。
不同方法的计算结果如表 6 所示,所有方法均执

行了 10 次,表中的数据为 10 次计算的平均值。 可以

看到,所提方法仍然展现了优良性能:在保证高精度的

同时,减少了功能函数的计算次数。 所提方法与 AK-

图 7　 曲柄滑块机构

Fig.7　 A crank-slider mechanism

MCS 在单次性能测试所添加的训练点如图 8 所示。
在该次测试中,两种方法以相同的初始训练点、相同的

候选点开始学习,AK-MCS 添加了 99 个训练点,所提

方法添加了 39 个训练点。 从该图可以看到,所提方法
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　 　 　 表 6　 曲柄滑块机构的计算结果

Tab.6　 Results of crank-slider mechanism

方法 Method MCS AK-MCS 所提方法 Proposed method
功能函数计算次数
Function evaluations 1×105 121. 9 51

Pf 5. 19×10-3 5. 15×10-3 5. 23×10-2

Cov / % 4. 38 4. 40 4. 36
相对误差

Relative error / %
- 0. 08 0. 08

可靠度 Reliability 0. 994 8 0. 994 8 0. 994 9

图 8　 不同方法添加训练点对比(5. 3 节)
Fig.8　 Comparison of added training points

by different methods (Section 5. 3)

的训练点更加靠近极限状态平面 G x( ) = 0, 这说明所

提方法的训练点更加优越。 通过优化每一次迭代中

Kriging 模型的参数 θ,可以帮助 ALK 模型获得更优的

训练点,从而显著减少训练点的数目。

6　 结论

本文通过引入差分进化算法对 Kriging 模型的相

关参数进行全局搜索,从而提出了一种基于改进

Kriging 模型的主动学习可靠性分析方法,得出如下结

论:
　 　 1)采用 DACE 工具箱建立 Kriging 模型,难以得到

全局最优的相关参数,从而影响 ALK 模型的学习效

率。
2)采用 DE 全局优化算法搜寻最优的相关参数,

可以使 Kriging 模型提供更加精确的预测信息,进而使

ALK 模型基于学习方程获得全局最优的训练点,显著

提高 ALK 模型的收敛速度,减少功能函数计算次数。
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