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摘要　 建立含参激多自由度轧机传动系统非线性扭振动力学模型，通过坐标变换将非线性方程组解耦成独立方程，
应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数法给出谐波周期扰动力矩下系统出现混沌运动的条件。 以某厂 １７８０ 轧机传动系统为实际算例，将其

简化成 ４ 自由度非线性扭振模型，通过理论分析和数值仿真对系统在电机扰动力矩、非线性刚度以及非线性阻尼影响下

的分岔行为和混沌运动进行研究。 运用分岔图、最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数方法、相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图对系统的全局动力学

特性进行分析。 结果表明，电机扰动力矩、非线性刚度以及非线性阻尼在一定范围变化时系统由周期倍化分岔、准周期

运动直至混沌运动，同时出现间歇混沌现象。 通过分析揭示了非线性扭振系统存在着复杂的分岔结构和混沌运动，为深

入研究轧机传动系统非线性动力学行为的全局性态提供参考。
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　 　 前言

随着轧制速度和强度的不断提高，轧机传动系统

频繁出现异常扭振失稳现象，严重影响轧制生产，成为

制约轧制效率和产品质量进一步提升的主要瓶颈。 传

动系统中存在复杂的非线性因素［１］，导致系统发生非

线性振动，影响轧机的稳定运行，降低生产效率［２⁃３］。
轧机传动系统中的扰动力矩、非线性刚度、非线性阻尼

以及结构参激等非线性因素，导致系统产生非线性振

动，在一定的参数区域内表现为复杂的动力学行

为［４⁃６］，对轧机传动系统的工作性能和可靠性产生很大

的影响。 因此，研究轧机传动系统扭振失稳机理，掌握

系统全局动力学特性成为实现系统最优设计、振动监

测、异常工况预防控制的关键和亟待解决的问题。
Ｎａｉｔｏｈ 等研究了阻尼作用下的轧机非线性扭振特

性，指出由于轧辊打滑上、下轧辊力矩分配不均匀，阻
尼对系统扭振振幅的影响显著并呈现衰减趋势［７］。
Ｗａｎｇ Ｚｈａｎｇｈａｉ 等应用 Ｋ⁃Ｂ 法求解了轧机主传动系统

非线性扭转自激振动模型，得到了产生稳定自激振动

的条件［８］。 文献［９⁃１０］研究表明电机谐波分量的存

在使传动系统产生非线性扭振响应，形成速度控制系

统与轧辊回转运动系统的机电耦合。
本文建立了含参激多自由度轧机传动系统非线性

扭振动力学模型，通过坐标变换将非线性方程组解耦

成独立方程。 应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数法给出谐波周期扰

动力矩下系统出现混沌运动的条件。 以某厂 １７８０ 轧

机传动系统为实际算例，将其简化成 ４ 自由度非线性

扭振模型，通过理论分析和数值仿真对系统在电机扰

动力矩、非线性刚度以及非线性阻尼影响下的分岔行

为和 混 沌 运 动 进 行 了 研 究。 运 用 分 岔 图、 最 大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数方法、相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图对系统

的全局动力学特性进行了分析。 结果表明，电机扰动

力矩、非线性刚度以及非线性阻尼在一定范围变化时

系统由周期倍化分岔、准周期运动直至混沌运动，同时

出现间歇混沌现象。 研究结果为深入研究轧机传动系

统全局非线性动力学行为提供参考。

１　 轧机传动系统多自由度参激扭振模型

１􀆰 １　 模型建立

考虑板带轧机主传动系统在高速稳态轧制下对系

统主传动系统进行动力学建模。 将轧机传动系统简化

为多自由度非线性扭振动力学模型，如图 １ 所示。
图 １ 中，为转角， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ； ｃｉ 为阻尼， ｋｉ 为刚

度， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １ ； Ｊｉ 为等效转动惯量， ｉ ＝ １，２，
…，ｎ。 ω为电机端的角频率，接轴倾角为 α， ＫＮＬ为接轴

的非线性刚度，ＣＮＬ为接轴上的非线性阻尼， ψ１、 ψ２ 分

图 １　 含参激多自由度轧机传动系统扭振模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｒｏｌｌｉｎｇ ｍｉｌｌ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

别为接轴部分的输入端和输出端的转角。
根据已知接轴输入输出端角位移动力学关系［１１］

可以得出

ｆ（Δθ，ｔ） ＝ λ２
１（ωｔ）Δθ ＝ ［１ － ｓｉｎ２αｃｏｓ ２ωｔ ＋

ｓｉｎ４α（ １
８ － １

２ ｃｏｓ ２ωｔ ＋ ３
８ ｃｏｓ ４ωｔ） ＋ Ｏ（ε２）］Δθ

式中， Δθ 为接轴两端相对转角。
这样由图 １ 可以得到轧机多自由度传动系统非线

性扭振动力学表达式

Ｊθ̈ ＋ Ｃθ·＋ Ｋθ ＝ Ｆ （１）
式中，Ｊ 为系统的转动惯量矩阵，Ｃ 为系统的结构阻尼

矩阵，Ｋ 为系统的刚度矩阵，Ｆ 为系统的激振力矩阵。
则 Ｆ 可写为

Ｆ ＝ Ｆ１ 　 ０　 …　 ０　 Ｆｎ－１ 　 Ｆｎ
[ ]Ｔ

式中， Ｆ１ ＝ Ｍｃｏｓ Ω１ ｔ， Ｍ 为电机扰动力矩

Ｆｎ －１ ＝ － ｋｎ －１ｆｎ －１，ｎ －ＫＮＬ θｎ －１ － θｎ( )３ －ＣＮＬ θ·ｎ －１ － θ·ｎ( )３

Ｆｎ ＝ － ｋｎ －１ｆｎ，ｎ －１ －ＫＮＬ θｎ － θｎ －１( )３ －ＣＮＬ θ·ｎ － θ·ｎ －１( )３

１􀆰 ２　 坐标变换

易知，动力矩阵 Ｊ －１Ｋ 的广义特征向量 Φ 称为正

则模态矢量。 令 θ ＝ Φｊθｐ，Ｆ ＝ Φｊ
ＴＦｐ，Φｊ 为系统第 ｊ

个正则模态矢量， θｐ、 Ｆｐ 为坐标变换后的量。 代入式

（１）后同时对式（１）左乘 Φｊ
Ｔ， 则式（１）变为

Φｊ
ＴＪ Φｊ θ̈ｐ ＋ Φｊ

ＴＣ Φｊθ
·

ｐ ＋ Φｊ
ＴＫ Φｊθｐ ＝ Φｊ

Ｔ Ｆｐ （２）
则式（２）可解耦成 ｉ 个独立式子

Ｊｐｉ θ̈ｐｉ ＋ Ｃｐｉθ
·

ｐｉ ＋ Ｋｐｉθｐｉ ＝ Ｆｐｉ （３）
式中， Ｊｐｉ，θｐｉ，Ｃｐｉ，Ｋｐｉ 和 Ｆｐｉ 表示第 ｉ 个式子中的量，

Ｆｐｉ ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｆ ｊΦ ｊｉ ； Φ ｊｉ 为Φｊ 中第 ｉ 个量， Ｊｐｉ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｊ ｊΦ ｊｉ

２ ；

Ｋｐｉ ＝ Ｊｐｉ ｆｉ２，Ｃｐｉ ＝ ２ζｉ ｆｉＪｐｉ，ｆｉ 为系统第 ｉ 阶固有频率， ζｉ

为模态阻尼比。
令 θｎ ＝ φｎｉθｐｉ， 代入方程（３），可得到解耦后的方

程

Ｊｐｉ θ̈ｐｉ ＋Ｃｐｉθ
·

ｐｉ ＋ ｛Ｋｐｉ ＋ Ｋｎ－１［１ － ｓｉｎ２αｃｏｓ ２ωｔ ＋

ｓｉｎ４α（ １
８ － １

２ ｃｏｓ ２ωｔ ＋ ３
８ ｃｏｓ ４ωｔ）］
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ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ
( )２｝θｐｉ ＋ ＫＮＬ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ

( )４θｐｉ
３ ＋

ＣＮＬ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ
( )４θ·ｐｉ

３ ＝ Ｍϕ１，ｉｃｏｓ ωｔ （４）
令 ｘ ＝ θｐｉ，式（４）可以表示为

ｘ̈ ＋ａ１ｘ
·＋ ω０

２ｘ ＋ ａ２［ － ｓｉｎ２αｃｏｓ ２ωｔ ＋ 　 　

ｓｉｎ４α（ １
８ － １

２ ｃｏｓ ２ωｔ ＋ ３
８ ｃｏｓ ４ωｔ）］ｘ ＋

ａ３ｘ３ ＋ ａ４ｘ
·３ ＝ Ｍ１ｃｏｓ ωｔ （５）

式中，

ａ１ ＝
Ｃｐｉ

Ｊｐｉ
，ａ２ ＝

ｋｎ－１ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ
( )２

Ｊｐｉ
，

ａ３ ＝
ＫＮＬ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ

( )４

Ｊｐｉ
，ａ４ ＝

ＣＮＬ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ
( )４

Ｊｐｉ

ω０ ＝
Ｋｐｉ ＋ ＫＮＬ ϕｎ，ｉ － ϕｎ－１，ｉ

( )２

Ｊｐｉ
，Ｍ１ ＝

Ｍϕ１ｉ

Ｊｐｉ

２　 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 分析

令 ｙ ＝ ｘ·， 且将方程（５）中的非线性项冠以小参数

ε， 可得下面的平面系统

ｘ· ＝ ｙ

ｙ· ＝ － 􀭺ωｘ － ａ３ｘ３ － εａ２［ － ｓｉｎ２αｃｏｓ ２ωｔ ＋

ｓｉｎ４α（ － １
２ ｃｏｓ ２ωｔ ＋ ３

８ ｃｏｓ ４ωｔ）］ｘ －

εａ１ｙ － εａ４ｙ３ ＋ εＭ１ｃｏｓ ωｔ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（６）

式中， 􀭺ω ＝ ω０
２ ＋ １

８ ａ２ ｓｉｎ４α

当 ε ＝ ０ 时，未扰系统为

ｘ· ＝ ｙ

ｙ· ＝ － 􀭺ωｘ － ａ３ｘ３{ （７）

未扰系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ １
２ ｙ２ ＋ 􀭺ω

２ ｘ２ ＋
ａ３

４ ｘ４ ＝ ｈ （８）

　 　 对于不同的 ｈ 值，在相平面上可以得到不同的曲

线。 ｈ 值由初始条件决定。 取 ｙ ＝ ｙ· ＝ ０， 可以得到未

扰系统的平衡点，则有

（１） 当 ａ３ ＞ ０ 时，系统只有一个不动点 Ｏ（０，０） ；
（２） 当 ａ３ ＜ ０ 时，系统有三个不动点，中心点

Ｏ（０，０）， 两个鞍点 （ － 􀭺ω ／ ａ３，０），（ － － 􀭺ω ／ ａ３，０），
且两个鞍点被一对异宿轨道相连

ｘ０（τ） ＝ ± － 􀭺ω
ａ３

ｔａｎｈ（ 􀭺ω
２ τ）

ｙ０（τ） ＝ ± － 􀭺ω
２ａ３

ｓｅｃｈ２（ 􀭺ω
２ τ）

　 　 应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数法［１２ － １４］ 研究系统（６）的混沌

运动。
Ｐｏｉｎｃａｒé 截面 Σ 可以取为

Σ ＝ ｛（ｘ，ｙ，φ） ∈ Ｒ２ × Ｓ１ ｜ φ ＝ ０｝ （９）
其中，（ｘ，ｙ，φ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ωτ）为系统（６）的解， Ｓ１

为以 ２π 为周期，相空间为 Ｒ２ × Ｓ１， Ｐｏｉｎｃａｒé 截面定义

为

Ｐ ∶ ｘ ０( )，ｙ ０( )( )→ ｘ Ｔ( )，ｙ Ｔ( )( ) （１０）

其中， Ｔ ＝ ２π ／ ω。
当满足条件（２）时，未扰系统存在两条异宿轨道。

当存在谐波周期扰动时，异宿轨道破裂将产生异宿分

岔。 根据 Ｓｍａｌｅ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 理论，系统可能发生混沌运

动。
构造异宿轨道的 Ｍｅｋｎｉｋｏｖ 函数

　 Ｍ（τ０） ＝ ∫
＋∞

－∞

ｆ（ｑ０（τ））Λｇ（ｑ０（τ），τ ＋ τ０）ｄτ （１１）

式中， ｑ０（τ） ＝ （ｘ０（τ），ｙ０（τ）） Ｔ，Λ 为投影算子。
ｆ（ｑ０（τ）） ＝ （ｙ０（τ）， － 􀭺ωｘ０（τ） － ａ３ ［ｘ０（τ）］ ３） Ｔ，
ｇ（ｑ０（τ），τ ＋ τ０） ＝ （０， － ｛ － ｓｉｎ２αｃｏｓ［２ω（τ ＋ τ０）］ ＋

ｓｉｎ４α｛ － １
２ ｃｏｓ［２ω（τ ＋ τ０）］ ＋ ３

８ ×

ｃｏｓ［４ω（τ ＋ τ０）］｝｝ａ２ｘ０（τ） － ａ１ｙ０（τ） －
ａ４［ ｙ０（τ）］３ ＋ Ｍ１ｃｏｓ［ω（τ ＋ τ０）］） Ｔ

则式（１１）可表示为

Ｍ（τ０） ＝ ∫
＋∞

－∞

ｆ（ｑ０（τ））Λｇ（ｑ０（τ），τ ＋ τ０）ｄτ ＝

∫
＋∞

－∞

｛ － ｛ － ｓｉｎ２αｃｏｓ［２ω（τ ＋ τ０）］ ＋

ｓｉｎ４α｛ － １
２ ｃｏｓ［２ω（τ ＋ τ０）］ ＋

３
８ ｃｏｓ［４ω（τ ＋ τ０）］｝｝ａ２ｘ０（τ） －

ａ１ｙ０（τ） － ａ４［ ｙ０（τ）］３ ＋

Ｍ１ｃｏｓ［ω（τ ＋ τ０）］｝ｙ０（τ）ｄτ ＝
－ ｇ１ Ｉ１ － ｇ２ Ｉ２ － ａ１ Ｉ３ － ａ４ Ｉ４ ＋
Ｍ１ｃｏｓ（ωτ０） Ｉ５ （１２）

式中， Ｉ１ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｘ０（τ）ｙ０（τ）ｓｉｎ（２ωτ）ｄτ

ｇ１ ＝ １
２ ａ２ｓｉｎ（２ωτ０）（ｓｉｎ２α ＋ １

２ ｓｉｎ４α）

Ｉ２ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｘ０（τ）ｙ０（τ）ｓｉｎ（４ωτ）ｄτ

ｇ２ ＝ ３
３２ａ２ ｓｉｎ４αｓｉｎ（４ωτ０）
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Ｉ３ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｙ０ ２（τ）ｄτ，Ｉ４ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｙ０ ４（τ）ｄτ

Ｉ５ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｙ０（τ）ｓｉｎ（ωτ）ｄτ

当 ｙ０（τ） 给 定 时， Ｉ３ ＝ ∫
＋∞

－∞

ｙ０ ２（τ）ｄτ，Ｉ４ ＝

∫
＋∞

－∞

ｙ０ ４（τ）ｄτ 为常数， Ｉ１，Ｉ２，Ｉ５ 为函数，那么当满足下式

时

ａ１ Ｉ３ ＋ ａ４ Ｉ４ ＜ Ｍ１ｃｏｓ ωτ０
( )Ｉ５ － ｇ１ Ｉ１ － ｇ２ Ｉ２

（１３）

　 　 存在使得 Ｍ τ′０( ) ＝ ０ 和 ∂Ｍ
∂τ０ τ ＝ τ′０

≠ ０ 成立的

τ′０ ∈ ０，２πω( )。

令 Ｍ１ｃｏｓ ωτ０
( )Ｉ５ － ｇ１ Ｉ１ － ｇ２ Ｉ２ ≡ Ｒ Ｍ１，ω( ) 可

获得下面条件：
当满足下式时，系统（６）将产生异宿分岔

ａ１ Ｉ３ ＋ ａ４ Ｉ４ ≡ Ｒ Ｍ１，ω( ) （１４）
　 　 这表明如果 ε ＞ ０ 为小参数，系统（６）可能发生混

沌运动。

３　 算例分析

以某厂 １７８０ 轧机主传动系统为例，将其简化为四

自由度模型，从左至右依次为电机端、电机端接轴、轧
辊端接轴以及轧辊等效转动惯量，并取如下参数：
Ｊ１ ＝ ８ ０８０􀆰 ０８１ ｋｇ·ｍ２， Ｊ２ ＝ ３２４􀆰 ７１４ ８ ｋｇ·ｍ２， Ｊ３ ＝
２６６􀆰 １４８ ８ ｋｇ·ｍ２， Ｊ４ ＝ ４ ８８５􀆰 ４ ｋｇ·ｍ２， Ｋ１ ＝ １􀆰 ２６３ ２ ×
１０８ Ｎｍ ／ ｒａｄ， Ｋ２ ＝ １􀆰 ０８８ ４ × １０８ Ｎｍ ／ ｒａｄ， Ｋ３ ＝ ２􀆰 ７８６ ×
１０８ Ｎｍ ／ ｒａｄ， ζｉ ＝ ０􀆰 ０２， α ＝ ５ ° 。

为了确定扰动系统（１４）的混沌运动，采用几种有

效的数值方法辨识分岔现象和混沌运动，包括：（ ｉ）分
岔图，（ｉｉ） 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图，（ｉｉｉ） 相轨迹和 （ ｉｖ）
Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。

首先令 ＫＮＬ ＝ １􀆰 ３９３ × １０１１Ｎｍ ／ ｒａｄ，ＣＮＬ ＝ ２􀆰 ４１０ ×
１０６Ｎ·ｓ ／ ｍ， ω ＝ ２０ｒａｄ ／ ｓ，使得 Ｍ 在一定范围内变化。
系统（１４）在（Ｍ， ｘ）平面内的分岔图如图 ２ａ 所示。 图

２ａ 对应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数如图 ２ｂ 所示。 从图 ２ａ
可以看出，当参数 Ｍ 变化时非线性动力系统（１４）存在

周期和混沌运动。 图 ２ｂ 中正的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 进一步

证明了系统混沌运动发生。 当 Ｍ 从 ３􀆰 ７ × １０６Ｎｍ 逐渐

增大时系统由周期 ２ 运动经倍化分岔变化到混沌运

动，再变化到周期 ２ 运动，经过周期运动和混沌运动交

替出现直到周期 １ 运动。

图 ２　 外力矩变化时分岔图及最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｆｉｇ． ２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ
ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｗｉｔｈ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｔｏｒｑｕｅ ｃｈａｎｇｅ

　 　 在图 ２ａ 中 Ｍ ＝ ４􀆰 ６３５ × １０６Ｎｍ 时，系统处于准周

期状态的相轨迹如图 ３ａ 所示。 图 ３ｂ 显示图 ３ａ 对应

的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。 当取 Ｍ ＝ ４􀆰 ８１１ × １０６Ｎｍ 时，处于混
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图 ３　 不同力矩对应的相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé
ｓｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｏｒｑｕｅ

沌状态的相轨迹如图 ３ｃ 所示。 图 ３ｄ 显示图 ３ｃ 对应

的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。 相应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为正，进
一步验证了系统的混沌运动。 从图 ２ 和图 ３ 可以看出

系统进入混沌状态的途径，除了经过一系列的倍化周

期过程之外，还有准周期进入混沌，阵发混沌现象。
令 Ｍ ＝ ５􀆰 ０３７ × １０６Ｎｍ，ＣＮＬ ＝ ２􀆰 ４１０ × １０６Ｎ·ｓ ／ ｍ，

ω ＝ ２０ ｒａｄ ／ ｓ，使得 ＫＮＬ在一定范围内变化，动力系统也

表现为不同的周期运动和混沌运功。 系统的分岔图和

相应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 图如图 ４ 所示。
从图 ４ａ 和图 ４ｂ 的分岔图和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

可以看出系统从周期 ５ 运动开始混沌运动和周期运动

交替发生，有周期 ３ 运动、周期 ４ 运动、周期 ６ 运动和

准周期运动和阵发混沌运动，最后变为周期 １ 运动。
在图 ４ａ 中 ＫＮＬ ＝ １􀆰 １６５ × １０１１ Ｎｍ ／ ｒａｄ 时，系统处

于周期 ５ 状态的相轨迹如图 ５ａ 所示。 图 ５ｂ 显示图 ６ａ
对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。 当取 ＫＮＬ ＝ １􀆰 ２４９ × １０１１Ｎｍ ／ ｒａｄ
时，处于混沌状态的相轨迹如图 ５ｃ 所示。 图 ５ｄ 显示

图 ５ｃ 对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。 相应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数为正，进一步验证了系统的混沌运动。 从图 ５ 和图

６ 可以看出系统进入混沌状态的途径，除了经过一系

列的倍化周期过程之外，还有准周期进入混沌，阵发混

沌现象。
令 Ｍ ＝ ５􀆰 ０３７ × １０６Ｎｍ，ＫＮＬ ＝ １􀆰 ３００ × １０１１Ｎｍ ／ ｒａｄ，

图 ４　 非线性刚度变化时分岔图

和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｆｉｇ． ４　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ
ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃｈａｎｇｅ

ω ＝ ２０ ｒａｄ ／ ｓ，使得 ＣＮＬ在一定范围内变化，动力系统也

表现为不同的周期运动和混沌运功。 系统的分岔图和

相应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 图如图 ６ 所示。
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图 ５　 不同非线性刚度对于的相轨迹

和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． ５　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图 ６　 非线性阻尼变化时的分岔图和

最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｆｉｇ． ６　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ
ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｈａｎｇｅ

　 　 图 ６ 清楚地展现出混沌运动和周期运动随 ＣＮＬ变

化的交替变化过程。 为进一步展示系统的混沌特性，

图 ７　 不同非线性阻尼对于的

相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ

给出系统的混沌吸引子。 图 ６ａ 中 ＣＮＬ ＝ １􀆰 ８０４ × １０６

Ｎ·ｓ ／ ｍ 时，图 ７ａ 和 ７ｂ 分别为系统的相轨迹和对应的

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面。 图 ７ａ 和 ７ｂ 说明此时系统为混沌运动，



　 第 ３７ 卷第 ２ 期 时培明等： 含参激多自由度轧机传动系统非线性动力学特性 １９７　　 　

出现了混沌吸引子，且相应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为

正。 当 ＣＮＬ ＝ １􀆰 ８１３ × １０６Ｎ·ｓ ／ ｍ 时，图 ７ｃ 的相轨迹和

７ｄ 的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面则表明此时系统为周期 ５ 运动。
由以上实例仿真结果可以看出，电机扰动力矩、非

线性刚度以及非线性阻尼影响着轧机扭振系统的动力

学行为，实际生产中应避免使轧机传动系统产生混沌

振动现象。 可以控制电机扰动力矩以及通过润滑工艺

来改变系统的阻尼，使轧机平稳的运行。

４　 结论

本文以轧机传动系统非线性扭振为研究对象，考
虑电机扰动力矩、非线性刚度以及非线性阻尼等影响

因素，通过理论分析和数值仿真对系统的分岔行为和

混沌运动等全局动力学特性进行了研究，主要结论如

下：
１）建立了含参激多自由度轧机传动系统非线性

扭振动力学模型，通过坐标变换将非线性方程组解耦

成独立方程。
２）应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数法给出谐波周期扰动力矩

下系统出现混沌运动的条件。
３）以某厂 １７８０ 轧机传动系统为实际算例，将其简

化成 ４ 自由度非线性扭振模型，通过理论分析和数值

仿真对系统在电机扰动力矩、非线性刚度以及非线性

阻尼影响下的分岔行为和混沌运动进行了研究。 运用

分岔图、最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数方法、相轨迹和 Ｐｏｉｎｃａｒé
截面图对系统的全局动力学特性进行了分析。

４）研究结果表明，电机扰动力矩、非线性刚度以

及非线性阻尼在一定范围变化时系统由周期倍化分

岔、准周期运动直至混沌运动，同时出现间歇混沌现

象。 研究结果为深入研究轧机传动系统非线性动力学

行为的全局性态提供参考。
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