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摘要　 研究环形极板机电耦合系统的强非线性问题。 按照弹性力学理论建立环形极板机电耦合系统的动力学方

程，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法将其转化为非线性振动方程。 转化后的振动方程是杜芬 －马修方程，有两个外激频率。 应用改进

多尺度法求得系统的主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参数共振的幅频响应曲线，分析了不同的系统参数对共振的影响。
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　 　 引言

机电耦合系统广泛存在于工农业生产和科学技术

领域，在国民经济发展中占有重要的地位［１］。 关于微

电子机械系统的研究已经有许多成果。 文献［２］研究

了电容器和弹簧串联时极板的振动；文献［３］用拉格

朗日方程研究 ＲＬＣ 电路的暂态过程；文献［４］采用多

尺度法研究了共振微梁在电场中的非线性响应问题，
并建立了微梁在静电驱动下的模型；文献［５］研究了

微悬臂梁受温度影响时的动力学现象；文献［６］研究

了具有 ｓｐｕｒｉｏｕｓ ｅｎｅｒｇｉｓａｔｉｏｎ 特征电路的非线性振动；
文献［７⁃９］研究了 ＲＬＣ 电路弹簧耦合系统的非线性振

动，得到了受简谐激励的 Ｍａｔｈｉｅｕ 方程的级数形式解，
并用数值解法验证级数形式解的正确性。 文献［１０］
应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｍａｘｗｅｌｌ 方程建立受简谐激励的具有电

阻和电感非线性 ＲＬＣ 电路的数学模型，根据多尺度法

得到系统满足主共振条件的一次近似解及对应的定常

解。 文献［１１］ ７２１⁃７２６［１２］ ８０⁃８５以 ＲＬＣ 串联电路与微梁耦

合系统为例，应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｍａｘｗｅｌｌ 方程建立静电驱

动微梁的耦合数学模型。 分析了吸合电压和电震荡两

种动力学问题。 继而又研究了 ＲＬＣ 串联电路与微梁

耦合系统 １∶ ２型内共振问题。
关于微梁机电耦合系统，学者们已经做了大量的

研究。 环形板在工程中有广泛的应用，在一些空间立
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体结构、电子元器件、和旋转机械等都可以看到环形板

的存在。 关于环形板的研究已经有一些成果。 文献

［１３］首次尝试解决圆环平面振动的问题，推到出了环

形薄板在自由边界条件下的运动方程和通解。 文献

［１４］利用矩阵的传递公式计算了环形板不同边界条

件下在平面内振动的固有频率，但是不同边界条件对

应的振型没有给出。 文献［１５］提出了环形板平面振

动分析一般化的公式，对于圆盘和圆环都适用，作者还

通过试验对分析结果进行了验证。 将环形板应用到机

电耦合系统中有一定的优点。 在机电耦合系统中环形

薄板内外边缘都可以固定，相对于微梁和圆薄板具有

稳定性好，可操作性高等优点。 对于环形极板机电耦

合系统，报道的文章不多，还未见研究环形极板强非线

性系统主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参数共振问题的文献报道。
本文研究环形极板机电耦合强非线性系统的主共振⁃
１ ／ ２ 亚谐参数共振问题。

１　 环形极板机电耦合系统基本方程

如图 １ 所示，环形电容器在电路中的模型。 在轴

对称情况下，考虑圆环的内半径为 ｒ１，外半径为 ｒ２，厚
度为 ｈ，阻尼系数为 ｃ，面密度为 ρ，该圆环有横向均匀

分布的对称载荷电磁力 Ｆ。 由 Ｆ 激起的轴对称振动模

式，其基本方程为动力学冯·卡门偏微分方程，即

图 １　 静电驱动环形极板耦合模型

Ｆｉｇ． １　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｃｔｕａｔｅｄ ｂｙ ａｎ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｌｏａｄ

Ｄ∇４Ｗ（ξ，ｔ） ＋ ｒ４２ρＷ，ｔｔ（ξ，ｔ） ＋ ｒ４２ｃＷ，ｔ（ξ，ｔ） －
ｈ
ξ （φ，ξ（ξ，ｔ）Ｗ，ξ（ξ，ｔ）） ，ξ － ｒ４２Ｆ ＝ ０ （１）

∇４φ（ξ，ｔ） ＋ Ｅ
ξ Ｗ，ξ（ξ，ｔ）Ｗ，ξξ（ξ，ｔ） ＝ ０　 　 （２）

式中，Ｗ（ ξ，ｔ）—挠度函数；φ（ ξ，ｔ）—应力函数；γ—泊

松比；Ｅ—弹性模量；Ｄ—弯曲刚度，Ｄ ＝ Ｅｈ
１２（１ － γ２）

；

∇—微分算子，∇ ＝ ∂２

∂ξ２ ＋ １
ξ

∂
∂ξ；Ｗ，ｔ（ξ，ｔ） ＝ ∂Ｗ

∂ｔ ；Ｗ，ξ（ξ，

ｔ） ＝ ∂Ｗ
∂ξ ；ξ—任意参数，０􀆰 ４１ ＝ ｒ１ ／ ｒ２≤ξ ＝ ｒ ／ ｒ２≤１，（ ｒ１≤

ｒ≤ｒ２）；Ｆ—电磁力，Ｆ ＝
ε０εｒπ（ ｒ２ － ｒ１）（ｖｐ ＋ ｖ（ ｔ）） ２

２（ｄ － ｗ） 。

电容器的环形极板，假定内外边缘为固定加紧。
即边界条件为

Ｗ（ξ，ｔ） ＝ ０
Ｗ，ξ（ξ，ｔ） ＝ ０{ （３）

　 　 应用伽辽金法求解非线性振动控制方程，将挠度

函数进行时间与空间的分离，即设定环形极板的瞬间

挠度为

Ｗ（ξ，ｔ） ＝ ｈｘ（ ｔ）ｗ（ξ） （４）
式中，ｈ 为环形电容器极板的厚度，ｘ（ ｔ）是关于时间 ｔ
的无量纲函数，由振动控制方程给出。 在轴对称横向

均匀载荷电磁力 Ｆ 的激励下，设 ｗ（ ξ）为无量纲的偶

数项幂函数，即
ｗ（ξ） ＝ ｃ０ ＋ ｃ２ξ２ ＋ ｃ４ξ４ ＋ ｃ６ξ６ ＋ ξ８ （５）

　 　 将式（５）代入式（４），在进行求导运算得

Ｗ（ξ，ｔ） ＝ ｈｘ（ ｔ）（ｃ０ ＋ ｃ２ξ２ ＋ ｃ４ξ４ ＋ ｃ６ξ６ ＋ ξ８）

Ｗ，ξ（ξ，ｔ） ＝ ｈｘ（ ｔ）（２ｃ２ξ ＋ ４ｃ４ξ３ ＋ ６ｃ６ξ５ ＋ ８ξ７）

Ｗ，ξξ（ξ，ｔ） ＝ ｈｘ（ ｔ）（２ｃ２ ＋ １２ｃ４ξ２ ＋ ３０ｃ６ξ４ ＋ ５６ξ６）

ì

î

í

ïï

ïï

（６）
　 　 由环形极板边缘固定夹紧的边界条件得

Ｗ（ξ，ｔ） ｜ ξ ＝ ｈｘ（ ｔ）（ｃ０ ＋ ｃ２ξ２ ＋ ｃ４ξ４ ＋ ｃ６ξ６ ＋ ξ８） ｜ ξ ＝ ０

Ｗ，ξ（ξ，ｔ） ｜ ξ ＝ ｈｘ（ ｔ）（２ｃ２ξ ＋ ４ｃ４ξ３ ＋ ６ｃ６ξ５ ＋ ８ξ７） ｜ ξ ＝ ０
{

（７）
式中的环形极板厚度 ｈ 与关于时间的 ｘ（ ｔ）均为无量

纲函数，两者都不能恒为零，在极板外边缘固定时，即
在 ξ ＝ １ 时有

ｃ０ ＋ ｃ２ ＋ ｃ４ ＋ ｃ６ ＋ １ ＝ ０
２ｃ２ ＋ ４ｃ４ ＋ ６ｃ６ ＋ ８ ＝ ０{ （８）

　 　 同理考虑环形极板内边缘固定（ ξ ＝ ０􀆰 ４１）时边界

条件
ｃ０ ＋ ０． ４１２ ｃ２ ＋ ０． ４１４ ｃ４ ＋ ０． ４１６ ｃ６ ＋ ０． ４１８ ＝ ０

２ × ０． ４１ｃ２ ＋ ４ × ０． ４１３ ｃ４ ＋ ６ × ０． ４１５ ｃ６ ＋ ８ × ０． ４１７ ＝ ０
{

（９）
　 　 联立式（８）和式（９）解得

ｃ０ ＝ ０􀆰 ０２８ ３；ｃ２ ＝ － ０． ３９２ ７；ｃ４ ＝ １． ７００ ７； ｃ６ ＝
－ ２． ３３６ ２。

将 ｃ０、ｃ２、ｃ４、ｃ６ 的值代入式（２）整理可得

ξ４ ∂４φ
∂ξ４ ＋ ２ξ３ ∂３φ

∂ξ３ ＋ ξ２ ∂２φ
∂ξ２ ＋ ξ４Ｅｈ２ｘ２（ ｔ） ×

［４ｃ２２ ＋ ３２ｃ２ｃ４ξ２ ＋ （７２ｃ２ｃ６ ＋ ４８ｃ２４）ξ４ ＋

（１２８ｃ２ ＋ １９２ｃ４ｃ６）ξ６ ＋ （３２０ｃ４ ＋ １８０ｃ２６）

ξ８ ＋ ５７６ｃ６ξ１０ ＋ ４４８ξ１２］ ＝ ０ （１０）
解上式可得

φ（ξ，ｔ） ＝ － Ｅｈ２ｘ２（ ｔ）（
ｃ２２
２１ξ

４ ＋ １６
３１５ｃ２ｃ４ξ

６ ＋
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６ｃ２４ ＋ ９ｃ２ｃ６
３０１ ξ８ ＋

６４ｃ２ ＋ ９６ｃ４ｃ６
３ ２８５ ξ１０ ＋

８０ｃ４ ＋ ４５ｃ２６
３ ６６３ ξ１２ ＋

２８８ｃ６
１４ ２８７ξ

１４ ＋ ２８
３１６５ξ

１６） （１１）

将式（４）、式（５）和式（１１）代入式（１）得

Ｄｈｘ（ ｔ）Ａ ＋ ｒ４２ρｈｘ̈（ ｔ）Ｗ（ξ） ＋ ｒ４２ｃｈｘ
·Ｗ（ξ） ＋

Ｅｈ４ｘ３（ ｔ）Ｂ － ｒ４２Ｆ ＝ ０ （１２）
式中，

Ａ ＝
２ｃ２
ξ２

＋ ８４ｃ４ ＋ ６３０ｃ６ξ２ ＋ ２ ４０８ξ４

Ｂ ＝ （
１２ｃ２２
２１ ξ２ ＋

３２ｃ４
２１ ξ４ ＋

３３６ｃ２４ ＋ ５０４ｃ２ｃ６
３０１ ξ６ ＋

１２８ｃ２ ＋ １９２ｃ４ｃ６
７３ ξ８ ＋

３ ５２０ｃ４ ＋ １ ９８０ｃ２６
１ ２２１ ξ１０ ＋

７ ４８８ｃ６
２ ０４１ ξ１２ ＋ ４４８

２１１ξ
１４）（２ｃ２ ＋ ４ｃ４ξ２ ＋ ６ｃ６ξ４ ＋ ８ξ６） ＋

（
４ｃ２２
２１ ξ

２ ＋
３２ｃ４
１０５ ξ

４ ＋
４８ｃ２４ ＋ ７２ｃ２ｃ６

３０１ ξ６ ＋

１２８ｃ２ ＋ １９２ｃ４ｃ６
６５７ ξ８ ＋

３２０ｃ４ ＋ １８０ｃ２６
１ ２２１ ξ１０ ＋

５７６ｃ６
２ ０４１ξ

１２ ＋

４４８
３ １６５ξ

１４）（２ｃ２ ＋ １２ｃ４ξ２ ＋ ３０ｃ６ξ４ ＋ ５６ξ６）

　 　 应用伽辽金法消除残余值得

∫
１

０． ４１

［ ｒ４２ρｈｘ̈（ ｔ）Ｗ（ξ） ＋ ｒ４２ｃｈｘ
·Ｗ（ξ） ＋ ＤｈＡｘ（ ｔ） ＋

Ｅｈ４ｘ３（ ｔ）Ｂ － ｒ４２Ｆ］ｗ（ξ）ｄξ ＝ ０ （１３）
　 　 计算上式可得

ｘ̈（ ｔ） ＋ ｃ
ρ ｘ·（ ｔ） ＋ ５ ９６６􀆰 ４ Ｄ

ρｒ４２
ｘ（ ｔ） ＋

０􀆰 ０５２ ７ Ｅｈ３

ρｒ４２
ｘ３（ ｔ） ＝

４４􀆰 ３ε０εｒπ（ ｒ２ － ｒ１） （ｖｐ ＋ ｖ（ ｔ）） ２

２ρｈ （ｄ － ０􀆰 ０２７ ４ｈｘ（ ｔ）） ２ （１４）

　 　 等式（１４）右端的交变电压为：ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ｓｉｎ ω１ ｔ（式
中 ｖ０—交变电压的幅值，ω１—交变电压的频率），则有

（ｖｐ ＋ ｖ（ ｔ）） ２ ＝ －
ｖ２０
２ ｃｏｓ ２ω１ ｔ ＋ ２ｖｐｖ０ｓｉｎ ω１ ｔ ＋ ｖ２ｐ ＋

ｖ２０
２

（１５）
式中的 ｖ２ｐ 和 ｖ２０ ／ ２ 只影响环形极板的静平衡位置，因此

取前两项进行计算即可。 令 ϕ（ ｔ） ＝ ０􀆰 ０２７ ４ｈｘ（ ｔ） ／ ｄ，
并把式（１５）等号右端的前两项代入式（１２）得

ｄ
０． ０２７ ４ｈϕ̈（ ｔ） ＋ ｃｄ

０． ０２７ ４ｈρϕ
·（ ｔ） ＋ ５ ９６６． ４Ｄｄ

０． ０２７ ４ｒ４２ｈρ

ϕ（ ｔ） ＋ ０． ０５２ ７Ｅｄ３

０． ０２７ ４３ ｒ４２ρ
ϕ３（ ｔ） ＝

４４． ３ε０εｒπ（ ｒ２ － ｒ１）
２ρｈｄ２ （１ － φ（ ｔ）） ２ （ －

ｖ２０
２ ｃｏｓ ２ω１ ｔ ＋ ２ｖｐｖ０ｓｉｎ ω１ ｔ）

（１６）
　 　 其中等号右端分母可以由泰勒级数进行展开为

１
（１ － ϕ） ２ ＝ １ ＋ ２ϕ ＋ ３ϕ２ ＋ ４ϕ３ ＋ ｏ（ϕ４） （１７）

　 　 将式（１７）代入式（１６）整理可得

ｕ̈（ｔ） ＋ μ′ ｕ·（ｔ） ＋ω２
０ｕ（ｔ） ＋ （２η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ －

２η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ（ ｔ） ＋ （３η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － ３η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ２

（ｔ） ＋ （η３ ＋４η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ －４η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ３（ｔ） ＝ －
η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ ＋ η２ｓｉｎ ω１ ｔ （１８）

其中，ϕ （ ｔ） ＝ ｕ （ ｔ）；Ｐ ＝
０． ６ε０εｒπ（ ｒ２ － ｒ１）

ρｄ３ ；μ′ ＝ ｃ
ρ ；

ω２
０ ＝ ５ ９６６． ４Ｄ

ｒ４２ρ
；η１ ＝

Ｐｖ２０
２ ；η２ ＝ ２Ｐｖｐｖ０；η３ ＝ ７０􀆰 ２Ｅｈｄ２

ｒ４２ρ
Ｓ。

２　 环形极板机电耦合系统主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参

数共振定常运动方程

　 　 通过代入数据可知，非线性项系数的数量级比线

性项系数的数量级大，可以确定静电驱动下环形极板

机电耦合模型数学方程（１８）为强非线性方程，且有两

个不同的外激频率。 下面研究主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参数

共振的定常运动方程，在阻尼项、参数项、杜芬项以及

激励项前引入非小量参数 ε，得系统的振动方程为

ｕ̈ ＋ ω２
０ｕ ＝ ε［ － μ′ ｕ· － （２η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － ２η２ｓｉｎ ω１ ｔ） ｕ －

（３η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ －３η２ｓｉｎ ω１ ｔ）·ｕ２ － （η３ ＋４η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ －
４η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ３ － η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ ＋ η２ｓｉｎ ω１ ｔ］ （１９）
令

２ω１ ＝ ω０ ＋ εω′１ ＋ ε２ω′２ ＋ … （２０）

　 　 引入参数变换：α ＝
εω′１

ω０ ＋ εω′１
，显然有

ε ＝
αω０

（１ － α）ω′１
（２１）

　 　 将小参数 α 引入到多尺度方法［１６］ 中，设方程

（１９）的一次渐近解为

ｕ（ ｔ，α） ＝ ｕ０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ αｕ１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ … （２２）
式中，Ｔ０ ＝ ｔ，Ｔ１ ＝ αｔ。

将式（２１）、式（２２）代入方程（１９），比较 α 同次幂

的系数得到一组线性偏微分方程

Ｄ２
０ｕ０ ＋ ω２

０ｕ０ ＝ ０ （２３）

Ｄ２
０ｕ１ ＋ω２

０ｕ１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｕ０ ＋ Ｄ２
０ｕ０ ＋ ω２

０ｕ０ －
ω０

ω′１
［μ′Ｄ０ｕ０ ＋ （２η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － ２η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ０ ＋

（３η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － ３η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ２
０ ＋

（η３ ＋ ４η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － ４η２ｓｉｎ ω１ ｔ）ｕ３
０ ＋
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η１ｃｏｓ ２ω１ ｔ － η２ｓｉｎ ω１ ｔ］ （２４）
式（２３）的解为

ｕ０（Ｔ０，Ｔ１） ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｊω０Ｔ０ ＋ Ａ－（Ｔ１）ｅ －ｊω０Ｔ０ （２５）
式中，

Ａ（Ｔ１） ＝
ａ（Ｔ１）

２ ｅ ｊβ（Ｔ１），Ａ－（Ｔ１） ＝
ａ（Ｔ１）

２ ｅ －ｊβ（Ｔ１）

（２６）
　 　 将式（２５）代入式（２４）得消除长期项的条件为

－ ２ｊω０Ｄ１Ａｅｊω０Ｔ０ －
ω０

ω′１
［ｊω０μ′Ａｅｊω０Ｔ０ ＋

３
２ η１Ａ２ｅｊ（２ω０Ｔ０－２ω１Ｔ０） ＋ ３η１ＡＡ

－
ｅｊ２ω１Ｔ０ ＋

３η３Ａ２ Ａ－ｅｊω０Ｔ０ ＋ １
２ η１ｅｊ２ω１Ｔ０］ ＝ ０ （２７）

式中，
２ω１ － ω０ ＝ α （２８）

　 　 将式（２６）、式（２８）代入式（２７），整理得

ｊω０Ｄ１ａ － ω０ａ（１ － Ｄ１φ） ＋ ｊ
ω２

０μ′ａ
２ω′１

＋

３η３ω０ａ３

８ω′１
＋
３η１ω０ａ２

８ω′１
（ｃｏｓφ － ｊｓｉｎ φ） ＋

（
３η１ω０ａ２

４ω′１
＋
η１ω０

２ω′１
）（ｃｏｓ φ ＋ ｊｓｉｎ φ） ＝ ０　 （２９）

式中，φ ＝ Ｔ１ － β。 分离实部虚部，且 Ｄ１ａ ＝ ０，Ｄ１φ ＝ ０，
且消去 φ，可以得到系统满足主共振 － １ ／ ２ 亚谐参数

共振定常解的幅频响应方程为

Ｊ１０ａ１０ ＋ Ｊ８ａ８ ＋ Ｊ６ａ６ ＋ Ｊ４ａ４ ＋ Ｊ２ａ２ ＋ Ｊ０ ＝ ０ （３０）
其中，

Ｊ１０ ＝ ８１η２
３；

Ｊ８ ＝ － ４３２η３ω′１ ＋ ２１６η２
３ － ７２９η２

１；
Ｊ６ ＝ １ ２９６ω２

０μ′２ ＋ ５７６ω′２１ － １ １５２η３ω′１ ＋ １４４η２
３ －

２ ５９２η２
１

Ｊ４ ＝ １ １５２ω２
０μ′２ ＋ １ ５３６ω′２１ － ７６８η３ω′１ － ３ １６８η２

１

Ｊ２ ＝ ２５６ω２
０μ′２ ＋ １ ０２４ω′２１ － １ ５３６η２

１

Ｊ０ ＝ ２５６η２
１

３　 数值计算及结果分析

为了定量求解给各个参数赋值。 电容器环形极板

取值参考文献［１１］ ７２１⁃７２６ ［１２］ ８０⁃８５，极板内外边缘固定

且 ξ ＝ ０􀆰 ４１，具体值为：Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，υ ＝ ０􀆰 ２７，ρ ＝ ２ ３００
ｋｇ ／ ｍ３，ｃ ＝ １􀆰 ２ ｋｇ·ｍ ／ ｓ３，ｈ ＝ １􀆰 ５ μｍ，ｄ ＝ ８５ μｍ，ｒ２ ＝
７６０ μｍ，ｖ０ ＝ ３ Ｖ，ｖｐ ＝ ３ Ｖ， ε０ ＝ ８􀆰 ８５ × １０ － １２，εｒ ＝ １。
按式（３０）用 Ｍａｔｌａｂ 语言可以计算系统不同参数的幅

频响应曲线，分析系统参数对幅频响应曲线的影响。
图 ２ 至图 ６ 为系统主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参数共振不同

参数下的幅频响应曲线，可以看出它们均呈 Ｍ 形状，

图 ２　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ３　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ４　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ５　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ



　 ２０２　　 机　 　 械　 　 强　 　 度 ２０１５ 年　

图 ６　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

具有双共振峰。 这与经典非线性振动的主共振、１ ／ ２
亚谐参数共振的幅频响应曲线的单峰特征不同。 系统

响应曲线左右对称，左侧部分呈软特性特征，右侧部分

呈硬特性特征［１７］。 图 ２ 是取不同外径 ｒ２ 时的幅频响

应曲线，减小外径可以减小振幅和共振区间，这是由于

减小极板半径极板弯曲刚度增大的缘故。 图 ３ 为不同

极板间距对应的幅频响应曲线，增加极板间距可以减

小振幅和共振区，这是因为增大极板间距，极板间的电

磁力减小。 图 ４ 是不同极板厚度对应的幅频响应曲

线，极板厚度越大振幅越小，这是由于增加极板厚度使

极板弯曲刚度增大的缘故。 图 ５ 是不同交流电压幅值

对应的幅频响应曲线，增大电压的幅值，振幅和共振区

明显的增加，这是由于增大电压的幅值可以使极板间

电磁力增大的缘故。 从图 ６ 可以看出阻尼越大振幅就

越小。

４　 结论

建立了环形极板机电耦合系统的动力学方程。 通

过代入参数比较线性项与非线性项的系数可知环形极

板机电耦合系统为强非线性系统。 将参数变换思想应

用到多尺度法中可以对其进行求解。 数值计算结果分

析显示：当环形极板外激频率 ２ω１ 等于系统固有频率

ω０ 时能激起系统主共振⁃１ ／ ２ 亚谐参数共振。 增大极

板外径和交流电压幅值，可以增大振幅和共振区。 增

大极板的厚度、间距和阻尼系数可以减小振幅和共振

区。 以上分析对于环形极板参数的优化设计有参考价

值。
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