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摘要　 无限大带形区域内含圆孔的弹性波散射问题，由于涉及到两条直边界，在理论研究上一直是没有解决的问

题，而只能借助于数值求解的办法。 利用复变函数法、虚源法和 Ｇｒａｆ 加法公式给出了该问题的散射波解析解，它能够预

先满足两条边界上的应力自由条件，利用圆孔边界处的应力边界条件和傅立叶级数展开来确定散射波函数中的未知系

数，从而确定出带形区域内的波场，最后通过一个算例计算了圆孔边界处的环向动应力集中系数，说明了文中结论和算

法的正确性。
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　 　 引言

弹性介质中波的传播和散射理论在无损检测、石
油探测、声纳和地震勘测等工程中都有广泛应用。 人

们对弹性波的研究由来已久， 且已取得许多成

就［１］１３８⁃２１９，其中大多是关于全空间［１］１３８⁃２１９ 半空间和含

界面复合空间中稳态波的传播和散射问题研究。 从理

论上说，稳态波的散射问题就是一个 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程

（组）边值问题，其研究难点主要是散射波的构造问

题，这取决于问题边界的形状、位置和数量上。 文献

［２］研究了双质复合材料界面上斜交裂纹对 ＳＨ 波的

散射问题；文献［３］采用复变函数法和虚源法研究了

直角平面内圆孔对稳态 ＳＨ 波的散射问题；文献［４］推
出了半空间界面上 Ｖ 形峡谷对 ＳＨ 波散射的统一理论

解；文献［５］作者采用波函数展开法和分区思想探讨

了半空间界面上不等边三角形凸起对稳态 ＳＨ 波的散

射问题；文献［６］研究了半空间界面多个凹陷和凸起

对稳态 ＳＨ 波的散射问题；文献［７］作者研究了半空间
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界面下任意形孔洞对入射 ＳＨ 波的散射问题；文献［８］
探讨了介质层中小夹杂对平面弹性波的散射问题；文
献［９］作者研究了弹性薄壁刚性支撑夹杂对 ＳＨ 波的

散射问题；文献［１０］研究了具有常数梯度速率的沉积

盆地对入射 ＳＨ 波散射的模拟问题，文献［１１］中，作者

利用大圆逼近半空间直边界的方法探讨了有弹性约束

半空间内圆孔的反平面散射问题。 从文献来看，有关

单层介质中圆孔在孔洞边界反平面载荷扰动下的动态

响应问题，由于涉及到两条平行自由边界，在具体构造

散射波函数时存在一定的困难，一直未能很好解决。
本文采用复变函数法、Ｇｒａｆ 加法公式和虚源法给出了

该问题的级数解，并通过数值算例验证了计算方法。

１ 问题模型和分析

图 １ 所示的无限长带形区域内含有一个半径为 Ｒ
的圆孔，其中心与带形区域上边界 Γ３ 的垂直距离为

ｈ１， 与下边界 Γ２ 的垂直距离为 ｈ２； 带形区域介质的剪

切模量和质量体密度分别为 μ，ρ。 假设在圆孔边界处

作用了一个稳态反平面分布力系 ｆ（θ）ｅｘｐ（ － ｉωｔ）， 边

界 Γ２，Γ３ 是应力自由的，建立图示坐标系 ｘｏｙ。 其中 ｉ
是虚数单位，定义为 ｉ２ ＝ － １； ω 是扰动载荷的圆周频

率。
对于稳态反平面波散射问题，介质内的位移场

Ｕ（ ｒ，θ，ｔ） ＝ Ｗ（ ｒ，θ）ｅｘｐ（ － ｉωｔ） 满足如下波动方程：
∂２Ｕ
∂ｔ２

－ Ｖ２∇２Ｕ ＝ ０ （１）

其中， Ｖ 是波速，定义为 Ｖ ＝ μ ／ ρ； ∇２ 是 Ｌａｐｌａｃｅ 算

子。
从式 （１ ） 可得位移幅度函数 Ｗ（ ｒ，θ） 满足的

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程

∇２Ｗ ＋ Ｋ２Ｗ ＝ ０ （２）
　 　 由图 １ 可列出问题的边界条件为

τｙｚ ｙ ＝ ｈ１ ＝ ０

τｙｚ ｙ ＝ －ｈ２ ＝ ０

τｒｚ ｒ ＝ Ｒ ＝ ｆ（θ），θ ∈ ［０，２π］

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

图 １　 带形域内的圆孔

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃａｖｉｔｙ ｉｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｂａｎｄ ｄｏｍａｉｎ

其中， τｙｚ，τｒｚ 分别是 ｙ 面和 ｒ 面上的剪切应力，由弹性

力学知道，它们分别定义为 τｙｚ ＝ μ∂Ｗ ／ ∂ｙ 和 τｒｚ ＝

μ∂Ｗ ／ ∂ｒ ＝ μ（ｅｉθ∂Ｗ ／ ∂ｚ ＋ ｅ －ｉθ∂Ｗ ／ ∂ ｚ－）； （ ｒ，θ） 是点的极

坐标。
直接求解式（２）和式（３）是有困难的，本文采用虚

源法得到带形区域内如下散射波函数

Ｗ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ｛Ｈ（１）

ｎ （Ｋ ｚ ） ｚ
ｚ( )

ｎ
＋

∑
∞

ｍ ＝ １
［Ｈ（１）

ｎ （Ｋ ｚ１ ） ｚ１
ｚ１

æ
è
ç

ö
ø
÷

（ －１）ｍｎ

＋

Ｈ（１）
ｎ （Ｋ ｚ２ ） ｚ２

ｚ２
æ
è
ç

ö
ø
÷

（ －１）ｍｎ

］｝ （４）

其中， ｚ，ｚ１，ｚ２ 都是复数，它们分别定义为

ｚ ＝ ｘ ＋ ｙｉ ＝ ｒ（ｃｏｓ θ ＋ ｉｓｉｎ θ） ＝ ｒｅｘｐ（ｉθ）， ｚ－ 是 ｚ
的共轭复数。

ｚ１ ＝
ｚ ＋ ｍ（ｈ１ ＋ ｈ２）ｉ，ｍ 为偶数

ｚ － ［（ｍ ＋ １）ｈ１ ＋ （ｍ － １）ｈ２］ｉ，ｍ 为奇数
{

ｚ２ ＝
ｚ － ｍ（ｈ１ ＋ ｈ２）ｉ，ｍ 为偶数

ｚ ＋ ［（ｍ － １）ｈ１ ＋ （ｍ ＋ １）ｈ２］ｉ，ｍ 为奇数
{
Ａｎ（ｎ ＝ ０， ± １，． ． ． ） 是待定系数。
经过验证，上述散射波函数能够预先满足边界

Γ２，Γ３ 处的应力自由条件。
为便于保证结果的计算精度和收敛速度，利用

Ｇｒａｆ 加法公式［１２］，将（４）中含 ｚ１ 的项改写为如下形式

（图 ２）
　 Ｈ（１）

ｎ （Ｋ ｚ１ ） （ ｚ１ ／ ｚ１ ） －ｎ ＝

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ － ｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ（Ｋ ｚ ） （ ｚ ／ ｚ ） ｑ，

ｍ 为奇数

　 Ｈ（１）
ｎ （Ｋ ｚ１ ） （ ｚ１ ／ ｚ１ ） ｎ ＝

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ（Ｋ ｚ ） （ ｚ ／ ｚ ） －ｑ，

ｍ 为偶数

图 ２　 加法公式参考

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ

其中，

Ｚ（１）
ｍ ＝

２ｍ（ｈ１ ＋ ｈ２）ｉ，ｍ 为偶数

２［（ｍ ＋ １）ｈ１ ＋ （ｍ － １）ｈ２］ｉ，ｍ 为奇数
{
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将式（４）中含 ｚ２ 的项改写为如下形式（图 ３）

图 ３　 加法公式参考

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ

　 　 Ｈ（１）
ｎ （Ｋ ｚ２ ） （ ｚ２ ／ ｚ２ ） －ｎ ＝

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ －ｉπ（ｎ＋３ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ（Ｋ ｚ ） （ ｚ ／ ｚ ） ｑ，

ｍ 为奇数

Ｈ（１）
ｎ （Ｋ ｚ２ ） （ ｚ２ ／ ｚ２ ） ｎ ＝

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（３ｑ＋ｎ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ（Ｋ ｚ ） （ ｚ ／ ｚ ） －ｑ，

ｍ 为偶数

其中，

Ｚ（２）
ｍ ＝

２ｍ（ｈ１ ＋ ｈ２）ｉ，ｍ 为偶数

２［（ｍ － １）ｈ１ ＋ （ｍ ＋ １）ｈ２］ｉ，ｍ 为奇数
{

２
Ｋ

∂Ｗ
∂ｚ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ －∞
Ｈ（１）

ｎ－１（Ｋ ｚ ） ｚ
ｚ( )

ｎ－１
＋

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ －∞
∑
∞

ｍ ＝ １

－ ∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ＋１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） － ｑ － １ ， ｍ 是偶数

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ －ｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ－１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） ｑ － １ ， ｍ 是奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

＋

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ －∞
∑
∞

ｍ ＝ １

－ ∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（ｎ＋３ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ＋１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） － ｑ － １ ， ｍ 是偶数

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ －ｉπ（ｎ＋３ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ－１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） ｑ － １ ， ｍ 是奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

２
Ｋ

∂Ｗ
∂ ｚ－

＝ ∑
∞

ｎ ＝ －∞
－ Ｈ（１）

ｎ＋１（Ｋ ｚ ） ｚ
ｚ( )

ｎ＋１
＋

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ －∞
∑
∞

ｍ ＝ １

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ－１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） － ｑ ＋ １ ， ｍ 是偶数

－ ∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ －ｉπ（３ｎ＋ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）Ｊｑ＋１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） ｑ ＋ １ ， ｍ 是奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

＋

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ －∞
∑
∞

ｍ ＝ １

∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅｉπ（ｎ＋３ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ－１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） － ｑ ＋ １ ， ｍ 是偶数

－ ∑
∞

ｑ ＝ －∞
ｅ －ｉπ（ｎ＋３ｑ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｑ（Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）Ｊｑ＋１（Ｋ ｚ ）（ ｚ ／ ｚ ） ｑ ＋ １ ， ｍ 是奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

　 　 将式 （ ５ ） 和式 （ ６ ） 代入 τｒｚ ＝ μ（ｅｉθ∂Ｗ ／ ∂ｚ ＋

ｅ －ｉθ∂Ｗ ／ ∂ ｚ－） 中，利用边界条件（３）中的第 ３ 个边界条

件，并在 ［０，２π］ 区间中进行傅立叶级数展开，得

∫２π０
（ｅｉθ∂Ｗ ／ ∂ｚ ＋ ｅ －ｉθ∂Ｗ ／ ∂ ｚ－）ｅ －ｉｌθｄθ ＝

２ ／ （Ｋμ）∫２θ０
ｆ（θ）ｅ －ｉｌθｄθ，（ ｌ ＝ ０， ± １，…）

继续整理得

　 　 ［Ｈ（１）
ｌ －１ （ＫＲ） － Ｈ（１）

ｌ ＋１ （ＫＲ）］Ａｌ ＋
∑
∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ∑

∞

ｍ ＝ １
ｅｉπ（３ｎ－ｌ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ－ｌ （Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）［Ｊ －ｌ－１（ＫＲ） － Ｊ －ｌ＋１（ＫＲ）］ ， ｍ 为偶数

∑
∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ∑

∞

ｍ ＝ １
ｅ －ｉπ（３ｎ－ｌ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ－ｌ （Ｋ Ｚ（１）
ｍ ）［Ｊｌ －１（ＫＲ） － Ｊｌ ＋１（ＫＲ）］ ， ｍ 为奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

＋
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∑
∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ∑

∞

ｍ ＝ １
ｅｉπ（ｎ－３ｌ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ－ｌ （Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）［Ｊ －ｌ－１（ＫＲ） － Ｊ －ｌ＋１（ＫＲ）］ ， ｍ 为偶数

∑
∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ∑

∞

ｍ ＝ １
ｅ －ｉπ（ｎ＋３ｌ） ／ ２Ｈ（１）

ｎ＋ｌ （Ｋ Ｚ（２）
ｍ ）［Ｊｌ －１（ＫＲ） － Ｊｌ ＋１（ＫＲ）］ ， ｍ 为奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

＝ １
２π∫

２θ

０

２
Ｋμｆ（θ）ｅ

－ｉｌθｄθ （７）

　 　 此外，剪切应力 τθｚ 与位移幅度 Ｗ 之间的关系为

τθｚ ＝ μ∂Ｗ ／ ∂ｒ ＝ ｉμ（ｅｉθ∂Ｗ ／ ∂ｚ － ｅ －ｉθ∂Ｗ ／ ∂ ｚ－） （８）
本文主要讨论圆孔边界处的环向动应力集中系数

γ （ＤＳＣＦ），它主要反应了圆孔边界处环向应力的放大

和变化情况。 将（４）代入（８）中，并令 ｚ ＝ Ｒ·ｅｘｐ（ｉθ）
有

τθｚ ＝ ｉＫμ
２ { ｅｉθ ∑

∞

ｎ ＝ －∞
ＡｎＨ（１）

ｎ－１（Ｋ ｚ ） ｚ
ｚ( )

ｎ－１
＋

ｅｉθ∑
∞

ｍ ＝ １
（ － １）ｍ ∑

∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ［Ｈ（１）

ｎ－（ －１）ｍ（Ｋ ｚ１ ） ×

ｚ１
ｚ１

æ
è
ç

ö
ø
÷

（ －１）ｍｎ－１

＋ Ｈ（１）
ｎ－（ －１）ｍ（Ｋ ｚ２ ） ×

ｚ２
ｚ２

æ
è
ç

ö
ø
÷

（ －１）ｍｎ－１

］ } － ｉＫμ
２ ×

{ － ｅ －ｉθ ∑
∞

ｎ ＝ －∞
ＡｎＨ（１）

ｎ＋１（Ｋ ｚ ） ｚ
ｚ( )

ｎ＋１
＋

ｅ －ｉθ∑
∞

ｍ ＝ １
（ － １）ｍ＋１ ∑

∞

ｎ ＝ －∞
Ａｎ［Ｈ（１）

ｎ＋（ －１）ｍ（Ｋ ｚ１ ） ×

ｚ１
ｚ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ －１）ｍｎ ＋１

＋Ｈ（１）
ｎ ＋（ －１）ｍ（Ｋ ｚ２ ） ｚ２

ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ －１）ｍｎ ＋１

］ }
（９）

环向动应力集中系数 γ 可定义为

γ（θ） ＝ τθｚ ／ ｍａｘ
θ∈［０，２π］

ｆ（θ） （１０）

　 　 具体计算时，可根据问题的精度要求，取足够多的

级数项数，直到计算结果变化不大为止，这种计算特性

主要是利用了汉克尔函数的衰减性，当虚源离开自由

边界较远时，其对圆孔边界处的动应力集中系数影响

就不大了。

２　 算例与分析

（１）本文算例给定的已知参数为 μ ＝ １􀆰 ０ × １０９

（Ｎ ／ ｍ２），Ｋ ＝ ０􀆰 ０５，０􀆰 ３，０􀆰 ５５，０􀆰 ８；Ｒ ＝ ０􀆰 ２ （ｍ）；ｈ１ ＝
０􀆰 ５，ｈ２ ＝ ０􀆰 ８，ｆ（θ） ＝ ２ ／ （ｓｉｎ θ ＋ ２），计算结果如图 ４ 所

示。
从图 ４ 可看出，在题设圆孔边界处载荷扰动下，圆

孔边界环向动应力集中系数 γ 的变化曲线关于 ｙ 轴是

对称的，因为载荷本身关于 ｙ 轴就是对称的，且环向应

力最大值小于径向应力最大值，在点 ９０°和 ２７０°处环

向应力为零；随着无量纲波数增加，环向动应力集中系

数 γ 增大。
（２） 与 （ １ ） 的 其 他 条 件 一 样， 只 是 ｆ（θ） ＝

图 ４　 圆孔边界处环向动应力集中系数的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ
ｆａｃｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃａｖｉｔｙ

ｃｏｓ θ ＋ ２， 计算结果如图 ５。
从计算结果来看，由于载荷仍然是关于垂直轴方

向对称分布，所以圆孔边界处环向应力集中系数的变

化曲线关于 ９００ － ２７００ 线对称。 最大数值幅度略低于

（１）的结果，且同样随着无量纲波数增加，环向动应力

集中系数 γ 增大。

图 ５　 圆孔边界处环向动应力集中系数的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ
ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃａｖｉｔｙ

（３）与（２）的其他条件一样，只是 ｈ１ ／ Ｒ ＝ ｈ２ ／ Ｒ ＝
３０， 计算结果如图 ６ 所示。

图 ６　 圆孔边界处环向动应力集中系数的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ
ｆａｃｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃａｖｉｔｙ

从计算结果来看，当两条水平边界远离圆孔时，圆
孔边界处的环向动应力集中系数关于 ０° － １８０° 和

９０° － ２７０° 线均为对称，这相当于无穷大介质内圆孔

的情形，实际上计算结果也的确如此，这说明当 ｈ１ ／ Ｒ
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＝ ｈ２ ／ Ｒ ＝ ３０ 时，水平边界对圆孔边界处的环向动应

力集中系数的影响可以忽略。
（４）再假设已知条件 μ ＝ １． ０ × １０９，Ｒ ＝ ２，ｈ１ ＝

ｈ２ ＝ ２􀆰 ５，Ｋ ＝ ０􀆰 １５，０􀆰 ９，１􀆰 ６５，２􀆰 ４，ｆ（θ） ＝ ｓｉｎ θ 计

算结果如图 ７ 所示。

图 ７　 圆孔边界处环向动应力集中系数的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ
ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃａｖｉｔｙ

从计算结果看，由于载荷分布的对称性和水平边

界关于圆孔位置的对称性，所以圆孔边界处环向动应

力集中系数关于 ０° － １８０°和９０° － ２７０° 线也都是对称

的，且由于圆孔比较靠近水平边界，因此圆孔边界处环

向动应力集中程度较大，最大数值为 ５． ３。

３　 结论

从上述理论分析和数值算例的结果，能够得到如

下几点结论：
１）单层介质内圆孔边界处的环向动应力集中系

数受水平边界的影响较为明显，圆孔靠近边界时，环向

动应力集中较大；且随着无量纲波数的增加，变化幅度

较明显。
２）对于层厚度相对于圆孔半径的比值较大的情

形，圆孔边界处的环向应力集中程度的分析可按照无

限大介质内圆孔的反平面弹性波散射的问题来进行。
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