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摘要　 基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论从声学应用角度，推导了中厚圆环弯曲振动的横向与径向位移解析表达式，得到了四种不

同边界条件下的频率方程，进行数值求解得到的频率与有限元模拟结果基本相符，结论对厚圆环及厚盘的弯曲振动辐射

器的设计提供理论参考和频率调试依据。
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　 　 引言

弯曲振动圆盘和圆环具有大辐射面积特点在超声

中得到了广泛的应用。 在高频大功率声辐射条件下，
薄盘的机械强度显得不足，这时厚圆盘是个不错的选

择，因为它横向尺寸不大且频率又高。 板振动的经典

理论是基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 假设基础上的，并忽略了转动惯

量的影响，随着板的厚跨比（大于 １ ／ ５）的增大，经典理

论的局限性将明显增大，因此，必须重新探讨和研究经

典理论的基本假定， 并建立相应的新理论即厚板理

论，考虑剪切、挤压和转动惯量的效应［１⁃３］。 对圆盘的

弯曲振动特性及其辐射声场的研究，目前大都采用薄

板理论［４⁃８］。 从工程力学角度研究，目前对于厚板理

论，最为著名的是 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 理论和 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论，文献

［９⁃１３］基于上述理论也从理论和工程力学的角度做了

研究。 文献［１４］对厚圆盘基频振动声场指向性进行

研究，计算结果表明，对几何尺寸相同的厚圆盘，在基

频振动模式下，固定边界下弯振厚圆盘辐射声场指向

性最尖锐，简支居中，自由边界盘的辐射声场指向性不

好。 文献［１５］潘晓娟应用 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论对厚圆盘弯曲

振动进行理论、数值及实验研究，其结果基本一致。 厚

圆环是超声絎齿的关键部件，文献［１６］分析周边简支

圆板在磁场中的非线性随机振动问题，但目前关于厚

圆环的弯曲振动特性研究较少。 文献［１７］杨杰研究
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了域内同心环支 Ｍｉｎｄｌｉｎ 中厚圆环的弯曲振动。 大功

率的声学应用不但关心厚板的结构振动特性，还希望

在一定的边界条件下，能给出其相应的频率方程和位

移解析解，以利于声学设计和计算声场特别对大功率

辐射器其关键部件的设计及应用。 本文完成了这一工

作，基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论推导了中厚圆环在四种不同边

界条件下的横向与径向位移及频率方程解析表达式，
数值计算得到的频率与有限元模拟结果基本相符，其
结论对厚圆环及厚盘的弯曲振动辐射器的设计及应用

提供理论参考和依据。

１　 厚圆环弯曲振动

１􀆰 １　 Ｍｉｎｄｌｉｎ 厚板振动理论

设厚圆环内外半径为 ｂ，ａ， 厚度为 ｈ， 上下表面不

会受切向力。 取柱坐标 （ ｒ，θ，ｚ） 的原点与盘中面中心

重合， ｕｒ，ｕθ，ω 分别表示盘质点径向、切向、 ｚ 向的位

移。 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论考虑横向剪切变形和转动惯量的影

响时，质点位移有如下形式

ｕｒ ＝ ｚψｒ（ ｒ，θ，ｔ），ｕθ ＝ ｚψθ（ ｒ，θ，ｔ），􀭺ω（ ｒ，θ，ｔ） （１）

ψｒ ＝ （σ１ － １）
∂􀭺ω１

∂ｒ ＋ （σ２ － １）
∂􀭺ω２

∂ｒ ＋ １
ｒ

∂Ｈ
∂θ

ψθ ＝ （σ１ － １）
∂􀭺ω１

ｒ∂θ ＋ （σ２ － １）
∂􀭺ω２

ｒ∂θ ＋ ∂Ｈ
∂θ

􀭺ω ＝ 􀭺ω１ ＋ 􀭺ω２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２）

　 　 位移函数 􀭺ω１，􀭺ω２，Ｈ 分别满足

（∇２ ＋ δ２１）􀭺ω１ ＝ ０，（∇２ ＋ δ２２）􀭺ω２ ＝ ０
（∇２ ＋ ｐ２）Ｈ ＝ ０ （３）

其中， δ２１，δ２２ ＝ １
２ δ４０（Ｒ ＋ Ｓ ± ［（Ｒ － Ｓ） ２ ＋ ４δ４０］ １ ／ ２），σ１，

σ２ ＝ （δ２１，δ２２）（Ｒδ４０ － Ｓ －１），ｐ２ ＝
２（Ｒδ４０ － Ｓ －１）

（１ － ν） ，Ｒ ＝

ｈ２ ／ １２，Ｓ ＝ Ｄ ／ ｋ２Ｇｈ，δ４０ ＝ ρω２ｈ ／ Ｄ， 式 中， Ｄ ＝
Ｅｈ３ ／ １２（１ － ν２），ｋ２ ＝ π ／ １２． ρ，ω，Ｄ分别为厚圆环的密

度、角频率、弯曲刚度常数， Ｒ，Ｓ 表示转动惯量和横向

剪切变形的影响， ν 为泊松比。
弯矩 Ｍｒ，Ｍθ，扭矩 Ｍｒθ， 以及 Ｑｒ，Ｑθ 的表达式为

Ｍｒ ＝ Ｄ［
∂ψｒ

∂ｒ ＋ ν
ｒ （ψｒ ＋

∂ψθ

∂θ ）］

Ｍθ ＝ Ｄ［ １
ｒ （ψｒ ＋

∂ψθ

∂θ ） ＋ ν
∂ψｒ

∂ｒ ］

Ｍｒθ ＝ Ｄ
２ （１ － ν）［ １

ｒ （
∂ψｒ

∂θ － ψθ） ＋
∂ψθ

∂ｒ ］

Ｑｒ ＝ ｋ２Ｇｈ（ψｒ ＋
∂􀭺ω
∂ｒ ）

Ｑθ ＝ ｋ２Ｇｈ（ψθ ＋ ∂􀭺ω
∂θ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４）

１􀆰 ２　 厚圆环在不同边界条件下的弯曲振动频率方程

对于圆环受力是关于 ｚ 轴是对称的，圆环的弯曲

振动也是对称与 ｚ 轴，因此可不考虑 θ 方向上的位移，
所以

ｕｒ ＝ ｚψｒ（ ｒ，ｔ），ｕθ ＝ ｚψθ（ ｒ，ｔ），􀭺ω（ ｒ，ｔ） （５）

ψｒ ＝ （σ１ － １）
∂􀭺ω１

∂ｒ ＋ （σ２ － １）
∂􀭺ω２

∂ｒ

ψθ ＝ （σ１ － １）
∂􀭺ω１

ｒ∂θ ＋ （σ２ － １）
∂􀭺ω２

ｒ∂θ
􀭺ω ＝ 􀭺ω１ ＋ 􀭺ω２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）

Ｍｒ ＝ Ｄ［
∂ψｒ

∂ｒ ＋ ν
ｒ ψｒ］

Ｑｒ ＝ ｋ２Ｇｈ（ψｒ ＋
∂􀭺ω
∂ｒ ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

式（３）变为

∂２􀭺ω１

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂􀭺ω１

∂ｒ ＋ δ２１􀭺ω１ ＝ ０

∂２􀭺ω２

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂􀭺ω２

∂ｒ ＋ δ２２􀭺ω２ ＝ ０
（８）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

式（８）的解为

􀭺ωｉ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
ＡｉＪ０（δｉｒ） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
Ｂ ｉＹ０（δｉｒ），（ ｉ ＝ １，２）（９）

式中， Ｊ０（δｉｒ） 为零阶贝塞尔函数， Ｙ０（δｉｒ）， 为零阶诺

伊曼函数， Ａ１，Ａ２，Ｂ１，Ｂ２ 为由圆环边界条件决定的待

定常数。
将式（９）代入式（６），得
ψｒ ＝ δ１（１ － σ１）［Ａ１Ｊ１（δ１ ｒ） ＋ Ｂ１Ｎ１（δ１ ｒ）］ ＋

δ２（１ － σ２）［Ａ２Ｊ１（δ２ ｒ） ＋ Ｂ２Ｎ１（δ２ ｒ）］
（１０ａ）

􀭺ω ＝ Ａ１Ｊ０（δ１ ｒ） ＋ Ｂ１Ｙ０（δ１ ｒ） ＋ Ａ２Ｊ０（δ２ ｒ） ＋
Ｂ２Ｙ０（δ２ ｒ） （１０ｂ）

将式（１０ａ）（１０ｂ）代入（７）可得

Ｍｒ ＝

　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ａｉ（σｉ － １）［Ｊ０″（δｉ，ｒ） ＋ ν

ｒ Ｊ０′（δｉ，ｒ）］{ }＋

　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ｂｉ（σｉ － １）［Ｙ０″（δｉ，ｒ） ＋ ν

ｒ Ｙ０′（δｉ，ｒ）］{ }

Ｑｒ ＝ ｋ２Ｇｈ ∑
２

ｉ ＝ １
ＡｉσｉＪ０ ′（δｉ，ｒ） ＋ Ｂ ｉＹ０ ′（δｉ，ｒ）］{ }

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１１）
１􀆰 ２􀆰 １ 内外自由边界

内外自由条件下，圆环边界处的弯矩与剪力为零

即

Ｍｒ ＝ ａ ＝ Ｑｒ ＝ ａ ＝ Ｍｒ ＝ ｂ ＝ Ｑｒ ＝ ｂ ＝ ０ （１２）
将式（１１）代入式（１２）可得如下表达式



　 ２０６　　 机　 　 械　 　 强　 　 度 ２０１５ 年　

Ａ１（σ１ － １）［Ｊ０ ″（δ１，ａ） ＋ ν
ｒ Ｊ０ ′（δ１，ａ）］ ＋ Ａ２（σ２ － １）［Ｊ０ ″（δ２，ａ） ＋ ν

ｒ Ｊ０ ′（δ２，ａ）］ ＋

Ｂ１（σ１ － １）［Ｙ０ ″（δ１，ａ） ＋ ν
ｒ Ｙ０ ′（δ１，ａ）］ ＋ Ｂ２（σ２ － １）［Ｙ０ ″（δ２，ａ） ＋ ν

ｒ Ｙ０ ′（δ２，ａ）］ ＝ ０ （１３）

Ａ１（σ１ － １）［Ｊ０ ″（δ１，ｂ） ＋ ν
ｒ Ｊ０ ′（δ１，ｂ）］ ＋ Ａ２（σ２ － １）［Ｊ０ ″（δ２，ｂ） ＋ ν

ｒ Ｊ０ ′（δ２，ｂ）］ ＋

Ｂ１（σ１ － １）［Ｙ０ ″（δ１，ｂ） ＋ ν
ｒ Ｙ０ ′（δ１，ｂ）］ ＋ Ｂ２（σ２ － １）［Ｙ０ ″（δ２，ｂ） ＋ ν

ｒ Ｙ０ ′（δ２，ｂ）］ ＝ ０ （１４）

Ａ１σ１Ｊ０ ′（δ１，ａ） ＋ Ａ２σ２Ｊ０ ′（δ２，ａ） ＋ Ｂ１Ｙ０ ′（δ１，ａ） ＋ Ｂ２Ｙ０ ′（δ２，ａ） ＝ ０ （１５）
Ａ１σ１Ｊ０ ′（δ１，ｂ） ＋ Ａ２σ２Ｊ０ ′（δ２，ｂ） ＋ Ｂ１Ｙ０ ′（δ１，ｂ） ＋ Ｂ２Ｙ０ ′（δ２，ｂ） ＝ ０ （１６）

１􀆰 ２􀆰 ２　 内外边界固定

内外固定边界条件下，圆环边界处横向位移及其

导数为零，由式（９）可得

Ａ１Ｊ０（δ１，ａ） ＋ Ａ２Ｊ０（δ２，ａ） ＋ Ｂ１Ｙ０（δ１，ａ） ＋
Ｂ２Ｙ０（δ２，ａ） ＝ ０ （１７）

Ａ１Ｊ０（δ１，ｂ） ＋ Ａ２Ｊ０（δ２，ｂ） ＋ Ｂ１Ｙ０（δ１，ｂ） ＋
Ｂ２Ｙ０（δ２，ｂ） ＝ ０ （１８）

Ａ１Ｊ′０（δ１，ａ） ＋ Ａ２Ｊ′０（δ２，ａ） ＋ Ｂ１Ｙ′０（δ１，ａ） ＋
Ｂ２Ｙ′０（δ２，ａ） ＝ ０ （１９）

Ａ１Ｊ′０（δ１，ｂ） ＋ Ａ２Ｊ′０（δ２，ｂ） ＋ Ｂ１Ｙ′０（δ１，ｂ ＋
Ｂ２Ｙ′０（δ２，ｂ） ＝ ０ （２０）

１􀆰 ２􀆰 ３　 内自由外固定和内固定外自由

内边界自由条件为：内边界处的弯矩与剪力为零；
外边界固定条件为：圆环外边界处横向位移及其导数

为零。 由式（９）和式（１１）可得，由式（１４）式（１６）式

（１７）式（１９）所组合成的方程组。
内边界固定条件为：圆环内边界处横向位移及其

导数为零；外边界自由条件为：外边界处的弯矩与剪力

为零。 由式（９）和式（１１）可得，由式（１３）式（１５）式

（１８）式（２０）所组合成的方程组。
上述不同边界条件下，将分别有由式（１３） － 式

（１６）；式（１７） － 式（２０）；式（１４） 式（１６） 式（１７） 式

（１９）；式（１３）式（１５）式（１８）式（２０）各自四个方程组

成的方程组，将其可看作关于待定系数 Ａ１，Ａ２，Ｂ１，Ｂ２

的方程组，因为待定系数不全为零，所以要得到非零

解，上述四个方程系数行列式等于零

Ｃ１１，Ｃ１２，Ｃ１３，Ｃ１４

Ｃ２１，Ｃ２２，Ｃ２３，Ｃ２４

Ｃ３１，Ｃ３２，Ｃ３３，Ｃ３４

Ｃ４１，Ｃ４２，Ｃ４３，Ｃ４４

＝ ０ （２１）

　 　 式（２１）即为不同边界条件下的中厚圆环的频率

方程，其每个都为超越方程，因此采用数值法求解。 当

圆环的材料参数与几何参数确定，则可通过式（２１）可
得相应频率。 将求出的频率代入式（１３） － 式（１６）求
出系数 Ａ１，Ａ２，Ｂ１，Ｂ２， 再将结果代回式（１０），即可得圆

环径向与横向位移。

２　 数值计算

为了验证以上在不同边界条件下厚圆环弯曲振动

频率方程的解析解，利用有限元法计算了不同边界条

件下厚圆环弯曲振动前三阶频率，并与数值计算和薄

板理论计算结果进行比较。 取圆环材料为 ４５ 号钢，密
度为 ρ ＝ ７． ８ × １０３ｋｇ ／ ｍ３，泊松比 ν ＝ ０􀆰 ２８，弹性模量

Ｅ ＝ ２１􀆰 ６ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，剪切模量 Ｇ ＝ ８􀆰 ４ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２。
内外半径为 ８ ｍｍ、２５ ｍｍ，厚度 ｈ 可变，如表 １ 所示，其
中 ｆ０ 为理论计算结果， ｆ１ 为有限元计算结果， ｆ２ 为薄板

理论计算结果， ｎ 为振动模式。

表 １　 不同厚度弯曲振动圆环共振频率计算结果

Ｔａｂ． １　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｎｕｌａｒ ｒｅｓｏｎａｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

厚度
Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
ｈ ／ ｍｍ

厚径比
Ｔｈｉｃｋ

ｄｉａｍｅｔｅｒ
ｒａｔｉｏ
ｈ ／ ａ

振动模式
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅ
ｎ

内自由外固定
Ｉｎｎｅｒ ｆｒｅｅｄｏｍ ａｎｄ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ

内外自由
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ａｎｄ

ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｒｅｅｄｏｍ

内外固定
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ａｎｄ

ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ

内固定外自由
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｒｅｅｄｏｍ

ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ

８ ０􀆰 ３２ １ ７􀆰 ２８ ７􀆰 ７９ ９􀆰 ２６ １５􀆰 ６４ １６􀆰 ３５ ２２􀆰 １５ １０􀆰 ６３ １１􀆰 １２ １５􀆰 ２５ ８􀆰 １５ ８ 􀆰 ８７ １１􀆰 ３７
２ ３５􀆰 ３２ ３６􀆰 ２５ ７２􀆰 ４５ ４２􀆰 ２５ ４３􀆰 ７９ ６５􀆰 ２７ ４０􀆰 ９１ ４２􀆰 ４３ ６３􀆰 ３８ ３６􀆰 ６１ ３６􀆰 ８５ ５５􀆰 ２１
３ ６３􀆰 ６４ ６４􀆰 ８７ １１７􀆰 ７２ ７０􀆰 ４６ ７２􀆰 １０ １２２􀆰 ４６ ６６􀆰 ５０ ７０􀆰 ５４ １２０􀆰 ５６ ５９􀆰 ３９ ５９􀆰 ８４ １１０􀆰 ２４

９ ０􀆰 ３６ １ ８􀆰 １２ ８􀆰 ４８ １１􀆰 ３５ １７􀆰 １０ １７􀆰 ５７ ２３􀆰 ４１ １１􀆰 ８６ １２􀆰 ３５ １６􀆰 １３ ９􀆰 ３２４ ９􀆰 ７４５ １３􀆰 ３５
２ ３６􀆰 ８９ ３７􀆰 ８１ ７３􀆰 ０５ ４５􀆰 ６２ ４６􀆰 ２３ ６９􀆰 １５ ４１􀆰 ２６ ４４􀆰 ６８ ８６􀆰 ４８ ３７􀆰 ５８ ３９􀆰 ２４ ７０􀆰 １４
３ ６６􀆰 ０３ ６８􀆰 ４２ １２７􀆰 ２１ ７２􀆰 ４５ ７３􀆰 １６ １３３􀆰 ２８ ７１􀆰 ５９ ７７􀆰 ４９ １２５􀆰 ６１ ６５􀆰 ４２ ７０􀆰 １３ １３０􀆰 ４７

１０ ０􀆰 ４０ １ ９􀆰 ２５ ９􀆰 ８８ １３􀆰 ６４ １８􀆰 ５６ １９􀆰 ２４ ２６􀆰 １３ １２􀆰 ９９ １３􀆰 ５５ １８􀆰 ２１ １０􀆰 ５４ １０􀆰 ８９ １５􀆰 ２８
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厚度
Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
ｈ ／ ｍｍ

厚径比
Ｔｈｉｃｋ

ｄｉａｍｅｔｅｒ
ｒａｔｉｏ
ｈ ／ ａ

振动模式
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅ
ｎ

内自由外固定
Ｉｎｎｅｒ ｆｒｅｅｄｏｍ ａｎｄ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ

内外自由
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ａｎｄ

ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｒｅｅｄｏｍ

内外固定
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ａｎｄ

ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ

内固定外自由
Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｉｘａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｒｅｅｄｏｍ

ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ ｆ０ ／ ｋＨｚ ｆ１ ／ ｋＨｚ ｆ２ ／ ｋＨｚ

２ ３７􀆰 ４７ ３８􀆰 ４３ ５７􀆰 ４３ ４７􀆰 １１ ４７􀆰 ８５１ ７１􀆰 ２２ ４２􀆰 ７８ ４４􀆰 ３６ ９４􀆰 ６５ ３８􀆰 ７８ ４０􀆰 １３ ６０􀆰 １９
３ ６７􀆰 １６ ６９􀆰 ０１ １２９􀆰 ５６ ７６􀆰 ４４ ７８􀆰 ２２ １３８􀆰 ４２ ７２􀆰 ９８ ７７􀆰 １３ １４２􀆰 ５６ ６６􀆰 ８８ ７１􀆰 ４５ １３０􀆰 ６８

１１ ０􀆰 ４４ １ １０􀆰 ８６ １１􀆰 ８７ １６􀆰 ２６ １９􀆰 ７２ ２０􀆰 ２５ ２８􀆰 ５７ １４􀆰 １２ １４􀆰 ８２ ２０􀆰 ４２ １１􀆰 ７６ １１􀆰 ９５ １６􀆰 ４３
２ ３８􀆰 ６７ ３９􀆰 ９８ ８０􀆰 １３ ４８􀆰 ４５ ４９􀆰 １８ ９８􀆰 ６８ ４４􀆰 ５８ ４６􀆰 ２１ ８１􀆰 ７８ ３９􀆰 ９８ ４１􀆰 ７８ ８１􀆰 ８５
３ ６８􀆰 ８３ ７０􀆰 １２ １４０􀆰 ２７ ７７􀆰 ３８ ７９􀆰 ３８ １４２􀆰 ７８ ７４􀆰 ７８ ７８􀆰 ２５ １４８􀆰 １８ ６７􀆰 ０１ ５３􀆰 １５ １０３􀆰 ２４

１２ ０􀆰 ４８ １ ３９􀆰 ９８ ４１􀆰 ７８ ８１􀆰 ８５ ２０􀆰 ７４ ２１􀆰 ２３ ２９􀆰 ３６ １５􀆰 ４８ １６􀆰 ０２５ ２２􀆰 ４８３ １２􀆰 ７９ １３􀆰 １２ １８􀆰 １７
２ ３９􀆰 ８３ ４１􀆰 ８９ ８２􀆰 ０５ ４９􀆰 ３８ ５２􀆰 １２ １０４􀆰 ０３ ４５􀆰 ６８ ４８􀆰 ４８ ９６􀆰 ７２ ４１􀆰 １１ ４ ３􀆰 ２６ ８６􀆰 １５
３ ６９􀆰 ６８ ７５􀆰 ３４ １５１􀆰 ４１ ７８􀆰 ２５ ８５􀆰 ３１ １７０􀆰 ２４ ７５􀆰 ８８ ８２􀆰 ２５ １６８􀆰 ３６ ６９􀆰 ２５ ７５􀆰 ５７ １５０􀆰 ６２

　 　 由表 １ 可以看出，厚圆环理论计算所得频率与有

限元计算得到的频率基本符合，薄板理论计算结果与

有限元计算结果差别比较大，这表明随着厚径比的增

大，薄板理论是不适用的，而且可以得到随着厚度的增

加，一阶、二阶、三阶频率都在不断增大，而且高阶频率

随厚度的增加误差迅速增大表明厚径比增大，薄板理

论不再适用。 由表 １ 可以得到利用薄板计算的基频的

最大误差为 ４２％ ，二阶、三阶误差将更大，而用厚板理

论计算的基频误差最大为 ４􀆰 ６％ ，二阶、三阶误差最大

误差为 ５􀆰 ２％和 ９􀆰 ２％ 。
有限元法模拟了厚度为 ８ ｍｍ，内外径为 ８ ｍｍ、２５

ｍｍ 圆环的相对横向位移曲线，图 １、图 ２、图 ３ 圆环的

第一阶、第二阶、第三阶弯曲振动振型图。 图 ４ 和图 ５
是有限元模拟所得圆环沿半径方向的弯振一阶、二阶

位移分布图，可以得到一阶、二阶弯振时圆环的振动节

点，其值与理论计算结果基本一致，这也表明本文理论

的正确性。

　 　 　 　 图 １　 厚圆环一阶振型　 　 　 　 　 　 　 　 图 ２　 厚圆环二阶振型　 　 　 　 　 　 　 图 ３　 厚圆环三阶振型

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｔｙｐｅ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｒｉｎｇ　 　 　 　 　 Ｆｉｇ． ２　 Ｔｗｏ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｒｉｎｇ　 　 　 　 Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｒｅｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｒｉｎｇ

图 ４　 一阶弯振位移分布曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

图 ５　 二阶弯振位移分布曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

３　 结论

经典理论只适用于薄板低频振动，而中厚板理论

不仅适用于薄板也适用与中厚板的弯振问题的分析。
基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论推导了厚圆环弯曲振动径向与横向

位移解析解表达式及不同边界条件下的频率方程。 由

频率方程理论计算得到的弯曲振动振型对应的频率与

有限元得到的结果基本相符，其结论对厚圆环弯振辐

射器的设计提供理论依据。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［ １ ］ 　 曹志远． 厚板动力学理论及其应用［Ｍ］． 北京：科学出版社，
１９８３：８４⁃９８．
ＣＡＯ ＺｈｉＹｕａｎ． Ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ［ Ｍ］．
Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ． １９８３： ８４⁃９８（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ２ ］ 　 范家让． 强厚度叠层板壳的精确理论［Ｍ］． 北京：科学出版社，
１９９８：４８⁃５８．
ＦＡＮ ＪｉａＲａｎｇ． Ａｃｃｕｒａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｈｅｌｌｓ
［Ｍ］． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ ｐｒｅｓｓ， １９９８： ４８⁃５８（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ３ ］ 　 徐　 旭，何福保． 厚板振动的三维弹性力学解［Ｊ］ ． 应用数学和力

学，１９９８，１９（７）：７８⁃８２．
ＸＵ Ｘｕ， ＨＥ ＦｕＢａｏ． Ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ ［ Ｊ ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ



　 ２０８　　 机　 　 械　 　 强　 　 度 ２０１５ 年　

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９８，１９（７）：７８⁃８２（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．
［ ４ ］ 　 张　 勇，贺西平，李　 伟，等． 自由边界弯曲振动矩形薄板辐射声

场指向性研究［ Ｊ］ 陕西师范大学学报：自然科学版，２０１０，３８
（４）：３６⁃４０．
ＺＨＡＮＧ Ｙｏｎｇ， ＨＥ ＸｉＰｉｎｇ， ＬＩ Ｗｅｉ， ｅｔ ａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｏｉｎｔｓ ｔｏ ｔｈｅ
ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｈｉｎ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａａｎｘｉ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ： Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ， ２０１０，３８（４）：３６⁃４０（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ５ ］ 　 张　 频，贺西平． 自由边界弯曲振动圆形薄板的辐射阻抗研究

［Ｊ］ ． 声学技术，２００６，２５（４）：５６⁃５９．
ＺＨＡＮＧ Ｐｉｎ， ＨＥ ＸｉＰｉｎｇ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｉｍｐｅｄａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ［ Ｊ］ ．
Ａｃｏｕｓｔｉｃ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００６􀆰 ２５（４）：５６⁃５９（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ６ ］ 　 赵凌波，贺西平，刘志永． 固定边界阶梯圆盘的设计及其振动特

性计算［Ｊ］ ． 机械设计，２０１１（２）：７８⁃８１．
ＺＨＡＯ ＬｉｎｇＢｏ， ＨＥ ＸｉＰｉｎｇ，ＬＩＵ ＺｈｉＹｏｎｇ． Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ
ｓｔｅｐｐｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｆｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１１（２）：７８⁃８１（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ７ ］ 　 宁景锋，贺西平，李　 娜． 纵振激励频率对圆盘弯曲振动特性的

影响［Ｊ］ ． 振动与冲击，２０１１，３０（４）：６５⁃６９．
ＮＩＮＧ ＪｉｎｇＦｅｎｇ， ＨＥ ＸｉｎＰｉｎｇ， ＬＩ Ｎａ． Ｔｈｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｎ
ｔｈｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ［Ｊ］ ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０１１，３０（４）：６５⁃６９（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ８ ］ 　 朱　 林，李继云，赵洪兵． 弯曲振动圆盘振动特性试验研究［ Ｊ］ ．
机械设计与制造，２０１０（３）：１１０⁃１１２．
ＺＨＵ Ｌｉｎ， ＬＩ ＪｉＹｕｎ， ＺＨＡＯ ＨｏｎｇＢｉｎｇ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｋ ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ， ２０１０（３）：１１０⁃１１２（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［ ９ ］ 　 吕　 明，王时英，轧　 刚． 超声珩齿弯曲振动变幅器的位移特性

［Ｊ］ ． 机械工程学报，２００８，４４（７）：１０６⁃１１１．
ＬＶ Ｍｉｎｇ，ＷＡＮＧ ＳｈｉＹｉｎｇ， ＺＨＡ Ｇａｎｇ． Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆ ｕｌｔｒａｓｏｎｉｃ ｇｅａｒ ｈｏｎｉｎｇ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｒ ［ Ｊ ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００８， ４４ （ ７ ）： １０６⁃１１１ （ Ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１０］ 　 王时英，吕　 明，轧　 刚． 超声珩齿指数型变幅器的动力学特性

［Ｊ］ ． 机械工程学报，２００７，４３（６）：１９０⁃１９３．
ＷＡＮＧ ＳｈｉＹｉｎｇ，ＬＶ Ｍｉｎｇ，ＺＨＡ Ｇａｎｇ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ
ｕｌｔｒａｓｏｎｉｃ ｇｅａｒ ｈｏｎｉｎｇ ｉｎｄｅｘ ｔｙｐｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｒ ［ Ｊ ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００７，４３（６）：１９０⁃１９３（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．
［１１］ 　 张云电，胡皇印，林金钳． 超声珩磨声学系统关键技术研究［ Ｊ］ ．

振动工程学报，２００７，２０（５）：５３８⁃５４２．
ＺＨＡＮＧ ＹｕｎＤｉａｎ， ＨＵ ＨｕａｎｇＹｉｎ， ＬＩＮ ＪｉｎＧａｎ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ
ｋｅｙ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ｏｆ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｕｌｔｒａｓｏｎｉｃ ｈｏｎｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００７，２０（５）：５３８⁃５４２（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１２］ 　 王时英，吕　 明，轧　 刚． 非谐环盘及变幅杆组成的变幅器动力

学特性研究［Ｊ］ ． 声学学报，２００８，３３（５）：４６２⁃４６８．
ＷＡＮＧ ＳｈｉＹｉｎｇ， ＬＶ Ｍｉｎｇ， ＺＨＡ Ｇａｎｇ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｄｙｎａｍｉｃａｌ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｒ ｗｉｔｈ ｎｏｎ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｎｄ
ｌｕｆｆｉｎｇ ｒｏｄ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ， ２００８，３３ （５）：４６２⁃
４６８（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１３］ 　 张秀琴，王时英，吕　 明． 高精度超声波辅助珩齿装置设计［ Ｊ］ ．
机械设计与制造，２０１０（８）：５３⁃５５．
ＺＨＡＮＧ ＸｉｕＱｉｎ， ＷＡＮＧ ＳｈｉＹｉｎｇ， ＬＶ Ｍｉｎｇ． Ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｈｉｇｈ
ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｕｌｔｒａｓｏｎｉｃ ｇｅａｒ ｈｏｎｉｎｇ ｄｅｖｉｃｅ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ
Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ， ２０１０（８）：５３⁃５５（Ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１４］ 　 ＸＩＡＮＧ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｌ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｅｐｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ
Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００５，２８０：６３３⁃
５５．

［１５］ 　 潘晓娟，贺西平． 厚圆盘弯曲振动的研究［Ｊ］ ． 物理学报，２０１０，５９
（１１）：７ ９１１⁃ ７ ９１５．
ＰＡＮ ＸｉａｏＪｕａｎ， ＨＥ ＸｉＰｉｎｇ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋ ｄｉｓｋ ｂｅｎｄｉｎｇ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０１０，５９ （１１）：７ ９１１⁃ ７ ９１５ （ Ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１６］ 　 涂建新，王知人，李玉珍，等． 简支圆板在磁场中的非线性随机振

动［Ｊ］ ． 机械强度，２０１４，３６（１７４）：５０４⁃５０９．
ＴＵ ＪｉａｎＸｉｎ， ＷＡＮＧ ＺｈｉＲｅｎ，ＬＩ ＹｕＺｈｅｎ，ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒａｎｄｏｍ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｉｎ ａ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ２０１４， ３６ （ １７４ ）： ５０４⁃５０９ （ Ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．

［１７］ 　 杨 　 杰，彭建设． 域内同心环支 Ｍｉｎｄｌｉｎ 中厚圆环的弯曲振动

［Ｊ］ ． 武汉化工学院学报，１９９６，１８（２）：５４⁃５７．
ＹＡＮＧ Ｊｉｅ， ＰＥＮＧ ＪｉａｎＳｈｅ． Ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃ ｒｉｎｇ ｓｕｐｐｏｒｔｓ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｔｈｉｃｋ ｒｉｎｇ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｗｕｈａｎ
Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， １９９６， １８ （ ２ ）： ５４⁃５７ （ Ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ） ．


