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摘要　 机床结合部是影响机械系统性能的关键因素之一，对机床的静态、动态和热态性能有很大影响。 以机械系统

中最常见的基本结构形式⁃梁单元及其结合部为对象，研究了结合部理论与边界元法有机结合的静态特性解析方法。 基

于结合部理论分析了结合面接触压力、接触变形、接触刚度之间的非线性关系，建立了考虑结合部接触刚度的边界元梁

与梁、梁与边界的系统耦合解析模型，将结合部接触刚度纳入边界元解析的子结构中，使其与机械系统的元件进行合成，
将结合部接触刚度作为机械系统的解耦收敛条件进行迭代，解决了机械系统与结合面结合问题的耦合并利用边界元法

开发了专业的结合问题解析软件，解析结果表明，采用边界元法对于柔性结合部的处理比较方便，在柔性结合部的部件

或整机性能预测方面具有明显优势。
关键词　 边界元法　 机床结合部　 结合问题　 机械系统耦合
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　 　 引言

机械制造装备是由众多构件（零、部件）及构件间

的结合部组成，结合部的物理参数对制造装备的整机

性能影响非常大，整机刚度的 ６０％ 取决于结合部刚

度，整机阻尼的 ９０％ 来自结合部阻尼［１］，由此可见结

合部的特性直接决定着整机的动、静态特性。 针对机

床的机械结合面，探索建立复杂系统模态综合中的结

合面耦合模型及其分析方法，揭示机械装备的结合部

非线性耦合规律，是进行机床整机特性分析，实现创新
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设计必须解决的关键问题。
由于结合部的接触刚度、接触阻尼具有非线性，在

研究整机特性时，将会面临许多难以解决的问题，如美

国密西根大学在对微型机床结构解析时发现数值解析

方法求解出的整机特性和由试验得到的整机特性差别

非常大［２］１９４⁃１９５；伊朗 Ｓｈａｒｉｆ 工业大学在用子结构法耦

合机械系统时，子结构之间的结合部刚度和阻尼是难

以确定的［３］２４３⁃２４５；德国斯图加特大学、英国的利物浦大

学、波兰 Ｓｚｃｚｅｃｉｎ 工业大学等通过试验方法识别出结

合部参数后，再建立机械系统模型［４］４１２９⁃４１３４［５］３９３⁃３９８，这
种方法的局限性在于只能适用于已存在的机器结构，
由于非线性特征，致使试验结果无通用性，无法应用于

创新设计。 迄今为止，结合面特性在设计中还未被有

效地考虑。 张学良［６］ 首次给出了只考虑结合面固有

特性不考虑结构因素从而获取结合面基础参数的方

法，基于结合面基础参数进行建模，通过试验方法进行

考核，分层处理结合部影响因素，所建立的结合面基础

数据具有通用性。
对于整机性能分析，如何利用结合面基础数据建

立复杂系统的结合面耦合模型及其分析方法，揭示机

械装备的结合部非线性耦合规律，是进行机床整机特

性分析的关键［７］１４⁃３６。
机床结合部由于存在严重非线性，其静、动态性能

很难通过理论计算获得，大多采用数值解析方法。 整

机及零部件的动、静态的性能数值解析方法有多种，目
前较常用的方法如边界元法，有限元法等［７］１４⁃３６［８⁃１０］。
但在机床设计过程中，采用有限元对机床整机及零部

件进行刚度解析存在精确建模困难、程序工作量过于

庞大等问题，常常将机床简化为集中质量模型和分布

质量模型［１１⁃１４］，从而忽略了结合部特性对整机性能的

影响，而商用有限元软件无法处理结合部的非线性特

性。
本文以机械系统中最常见的基本结构形式 －梁单

元为对象，以结合部基础特性参数为基础，研究了结合

部理论与边界元法有机结合的静态特性解析方法，建
立了基于结合部物理参数的结合部系统耦合模型，解
决了机械系统与结合部的耦合问题。

１　 结合部物理参数

结合部物理特性主要用结合面的接触面压、接触

变形、接触刚度等参数描述。 只考虑结合部的静态特

性，则结合部可以等效为弹簧，等效弹簧的刚度用接触

刚度描述，实验研究表明，结合部的接触刚度与接触面

压之间是非线性的。
结合部刚度与结合部的结合状态有关，而结合部

的结合状态不仅与结合面的单位面积刚度有关，而且

还和零件在结合部的刚度有关。 零件在结合部的刚度

很大时，本体变形可以忽略不计，即为柔性结合部的简

单结合状态；而零件在结合部的刚度不足时，本体变形

会较大，则为柔性结合部的复杂结合状态。
在简单结合状态下，零件在结合部处符合形状不

变假设，即变形前后零件在结合部部位的形状保持不

变，结合面仍然保持原有的平面或者曲面状态，而复杂

结合状态下结合部的形状在变形前后是不同的。 对于

梁类结构系统，受力后的梁与梁间的结合面不再是平

面而是曲面，因此梁与梁及梁与柔性边界的结合属于

复杂结合状态。
对复杂结合状态的结合部，可以近似地离散成多

平面简单结合状态的结合部去处理［５］３９３⁃３９８，其力平衡

式如下

Ｆ ＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｊ
ＪｉＦＲｉ （１）

式中，ＪＪｉ 为结合部总体坐标系 Ｊ 与第 ｉ 个结合部的坐

标变换雅克比矩阵， ＦＲｉ 为第 ｉ 个结合部上的反力，ｉ ＝
１ ～ ｎ。

设 ｐｉｊ 为该结合部上在 ｊ 方向的接触面压，则

ＦＲｉ ＝ ∫ｐｉｊｄｓ ＝ ｇ λ ｉｊ（ｘｋ）( ) ＝ ｈ ｕｉｊ
( ) （２）

式中， λ ｉｊ 为接触点处的接触变形， ｕｉｊ 则为结合面处两

个元件的相对位移（ ｊ ＝ １ ～ ６）。
求解式（２）即可获得结合部相对位移 ｕｉｊ， 而第 ｉ

个结合部的刚度则可用下式求出

ｋＪｉ ＝
∂ＦＲｉ

∂ｕｉｊ
（３）

２　 梁单元边界元解析及系统合成

边界元与有限元一样，是以描述弹性力学问题的

偏微分方程为基础，将弹性力学问题归结为求解一组

边界积分方程［４］４１２９⁃４１３４。
２􀆰 １　 梁单元边界元法基本方程

与弹性力学相同，在梁的长度方向取一个小单元，
并对其进行受力分析，如图 １ 所示（梁长度方向为 Ｚ
向）。

该单元的力平衡方程为

ｄＦ（ ｚ）
ｄｚ ＋ ｐ（ ｚ） ＝ ０ （４）

ｄＭ（ ｚ）
ｄｚ ＋ Ｔ（ ｚ） ＝ ０ （５）

ＥＩ ｄ
２Ｖ（ ｚ）
ｄｚ２

＋ Ｍ ＝ ０ （６）

ｑ ＝ － ｄＱ
ｄｚ ＝ － ｄ２Ｍ

ｄｚ２
（７）

式中，Ｅ 为梁的弹性模量；ｐ 为梁的拉力载荷；Ｑ 为梁的
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图 １　 梁单元的边界元解析

Ｆｉｇ． １　 ＢＥＭ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｂｅａｍ Ｕｎｉｔ

剪切载荷； Ｉ 为惯性矩；Ｔ 为扭转外载荷；Ｖ 为弯曲位移

函数；ｑ 为单位长度上的分布载荷。
由胡克定理、应力应变关系及力平衡方程，即可推

导出下列微分方程式

ＡＥ ｄ２Ｕ（ ｚ）
ｄｚ２

＋ ｐ（ ｚ） ＝ ０ （８）

ＧＩｐ
ｄ２Φ（ ｚ）

ｄｚ２
＋ Ｔ（ ｚ） ＝ ０ （９）

ＥＩ ｄ
４Ｖ（ ｚ）
ｄｚ４

－ ｑ（ ｚ） ＝ ０ （１０）

式中，Ａ 为梁的横截面面积；Ｕ 为梁的位移函数；Ｇ 为

切向弹性模量； Ｉｐ 为极惯性矩；Φ 为梁的扭转函数。
利用微分方程式（１０）的基本解［７］１５２⁃１７３，采用分步

积分法对方程进行求解，即可得到内点值与边界值的

关系式

Ｕ′ ＝ ＡＸ′ ＋ ｐ （１１）
式中，Ｕ′为内点值，Ｘ′为边界值。

将式（１１）中的内点趋向边界（梁的两端），则可得

边界值的求解表达式

ＨＵ ＝ ＧＦ ＋ ｐ （１２）
式中，Ｕ 和 Ｆ 分别为梁在各个方向的位移和力，其顺

序按照 Ｘ、Ｙ、Ｚ、Ａ、Ｂ、Ｃ 的次序排列，拉伸为 Ｚ 向，扭转

为 Ｃ 向，弯曲则由于存在两个平面方向，故包含了 Ｘ、
Ｙ、Ａ、Ｂ 共四个方向。

将式（１２）两端同乘以［Ｇ］ － １，得到边界元方程式

ＫＵ ＝ Ｆ ＋ Ｐ （１３）
式中， Ｋ ＝ Ｇ －１Ｈ，Ｐ ＝ Ｇ －１ｐ。

式（１３）即为梁单元的边界元方程，也是由梁单元

组成的梁类机械系统结构解析的基本方程。
２􀆰 ２　 多内部边界梁单元基本方程

如果将梁的内部支承看作内部边界，其约束条件

可以是刚性的，也可以是柔性的。 在此对定义做进一

步扩展，认为即使无约束，也可以认定梁内部某点为内

部边界点。 若有多个点，则为多内部边界点。 内部边

界点和两端点均作为边界点。

多内部边界点梁的边界元方程用下式描述
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＋ Ｐ （１４）

式中，含有 ζ 的位移 Ｕ 和力 ／力矩 Ｆ，均为内部边界点

的边界条件。
获得了多内部边界点梁的边界元方程后，即可用

于后续的多点结合。
２􀆰 ３　 梁单元合成

由梁单元构成的机械系统是由诸多梁单元通过结

合部连接而成。 考虑连接的元件属于不同零件，因此，
两个元件间的结合部为柔性结合部。

梁单元之间的连接方式有多种，按照梁与梁结合

的位置不同，可以分为端点结合（单点结合）和面结合

（可离散为多点结合）。 本文主要考虑面结合，它们广

泛应用于机床导轨与床身、滑板与导轨的连接。
将连续接触面的结合离散为多个边界点之间的相

互结合，对于多内部边界点梁的多点柔性结合，通常考

虑柔性结合部的接触刚度，接触位移及接触面压并将

其代入边界元法结合条件式。 公式（１４）给出的结合

部的刚度是在平面不变假设下推导出的，故其柔性结

合仍然属于简单结合状态下的柔性结合。 在多点结合

中，梁受力变形后，结合面不再是平面，这时梁与梁的

结合就成为了复杂结合状态下的柔性结合。 因此需要

近似地离散成多平面简单结合状态的结合部去处

理［７］１５２⁃１７３。
２􀆰 ３􀆰 １　 多内部边界点梁间的柔性结合

如图 ２ 所示，多内部边界点梁间的柔性结合与多

内部边界点和柔性边界的结合类似，可将柔性结合部

的接触刚度视为多个离散的弹簧元件的刚度，根据力

平衡原理和胡克定律，将相结合边界点之间力 － 位移

关系式作为多内部边界点梁间柔性结合的结合条件，
从而将两根梁结合起来。

图 ２　 多内部边界点梁间柔性结合

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｔｅｒｎａｌ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｐｏｉｎｔｓ
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分别建立两根梁的边界元方程

［Ｋ ｉｉ］｛Ｕｉ｝ ＝ ｛Ｆ ｉ｝ ＋ Ｐ （１５）
［Ｋ′ｊｊ］｛Ｕ′ｊ｝ ＝ ｛Ｆ′ｊ｝ ＋ Ｐ′ （１６）

　 　 根据力平衡原理和胡克定律，将相结合边界点之

间力 －位移关系式作为多内部边界点梁间柔性结合的

结合条件

Ｆ ｉ ＝ ＫＪｉ × （Ｕ′ｊ － Ｕｉ） （１７）
Ｆ′ｊ ＝ ＫＪｉ × （Ｕｉ － Ｕ′ｊ） （１８）
Ｆ ｉ ＝ － Ｆ′ｊ （１９）

式中， ＫＪｉ 为结合的边界点之间的接触刚度， Ｕｉ 和Ｕ′ｊ 分
别为梁 １ 和梁 ２ 上对应结合边界点的接触位移， Ｆｉ 和

Ｆ′ｊ 分别为梁 １ 和梁 ２ 上对应结合边界点的力 ／力矩。
将式（１５）、式（１６）进行堆叠，得到合成后结构方

程
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　 　 将边界条件式（１７） 式（１８）、式（１９）代入结构方

程式（２０）中，得到多内部边界点梁间柔性结合方程
⋱ … … … … …
… Ｋｉｉ ＋ ＫＪｉ … … － ＫＪｉ …

… … ⋱ … … …
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（２１）
２􀆰 ３􀆰 ２　 多内部边界点梁与柔性边界的柔性结合

在机床结构中，导轨与床身的连接可以看成一个

梁与刚度很大的地基的结合，考虑中间结合部的刚度，
可以把这种连接归为梁与边界的柔性结合。 把中间结

合部简化成弹簧元件，对于多内部边界点梁上 ｎ 个边

界点都与弹簧元件结合，因此需要将该梁的边界元方

程中的合成部分和非合成部分分开。 设共有 ｍ 个边

界点与弹簧元件结合（ｎ≥ｍ），将合成部分（即 １ ～ ｍ
点）集中在边界元方程的上部，非合成部分（ｍ ＋ １ ～ ｎ）
集中在边界元方程的下部，可得

Ｋ１１ … Ｋ１ｍ Ｋ１，ｍ＋１ … Ｋ１ｎ
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式中， Ｕ１ ～ Ｕｍ 为结合的内部边界点的位移， Ｕｍ＋１

～ Ｕｎ 为非结合的内部边界点的位移； Ｆ１ ～ Ｆｍ 为结合

的内部边界点的力 ／力矩， Ｆｍ＋１ ～ Ｆｎ 为非结合的内部

边界点的力 ／力矩。
将柔性边界离散为不同的弹簧元件后，对单一弹

簧元件，按胡克定律，弹簧元件的力 －位移关系式为

ＫＪ１ ０ … ０ － ＫＪ１ ０ … ０
０ ＫＪ２ … ０ ０ － ＫＪ２ … ０
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式中，ＫＪｉ为第 ｉ 个弹簧元件的刚度，ｕ１ ～ ｕｍ 为弹簧元

件活动端的位移， ｕ′１ ～ ｕ′ｍ 为弹簧元件固定端的位

移； ｆ１ ～ ｆｍ 为弹簧元件活动端的力 ／力矩， ｆ′１ ～ ｆ′ｍ 为

弹簧元件固定端的力 ／力矩。
由于多内部边界点梁与弹簧元件之间是刚性结

合，故弹簧元件活动端与梁边界点的位移相等，合力 ／
合力矩为零，有

１）位移关系式

Ｕｉ ＝ ｕｉ （２４）
　 　 ２）力关系式

Ｆ ｉ ＋ ｆｉ ＝ ０ （２５）
式中，ｉ ＝ １ ～ｍ。

展开式（２２）中的结合部分的方程，以及式（２３）中
的弹簧元件活动端部分的方程，并利用式（２４）和式
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（２５），即可求得多内部边界点梁与离散的弹簧元件的 刚性结合方程
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式中， ｕ′１ ～ ｕ′ｍ 为弹簧元件固定端的位移，故其值为

零；而其他各点的位移和力 ／力矩也有一半条件已知，
故方程有解。

３　 考虑结合部耦合的梁系统解析方法

无论是作为零件的梁与边界（支承件）的结合或

者梁与梁的柔性结合，其合成中所涉及的结合部的刚

度可以通过结合部理论计算获得。 但结合部的接触刚

度与其接触位移、接触面压是非线性关系，接触面压影

响接触变形，而接触变形又影响接触刚度。 而且梁自

身的变形又影响结合部的接触面压，继而影响接触刚

度。 接触刚度的变化又影响了边界元单元间的合成，
所以它们之间相互影响，有着很强的非线性耦合作用。

在这种情况下，可以利用迭代法对梁的柔性结合

进行求解，以求出各梁结合点的受力状况、接触变形和

接触刚度。
本文选择各结合点的刚度作为迭代的初值。 可以

确保多内部边界点梁上各边界点的合力与外载荷相

等，而且各结合点受力与梁上结合点之间的相对位移

值也可以保持一致。 在确定了结合部刚度为梁柔性结

合的边界元迭代解析的对象后，如何求解结合部刚度

就成了一个重要的问题。 具体解析步骤如下：
１）设定结合部初始刚度值 Ｋ０，准备进行系统的边

界元合成。
２）分别获得多内部边界点梁的边界元方程以及

柔性边界的矩阵方程。
３）进行边界与多内部边界点梁进行结合，以及多

内部边界点梁间结合，形成包含边界和梁在内的整体

方程式。
４）求解整体方程，获得各梁和边界的结合点位移

值。
５）利用各梁的位移值和各梁的边界元方程，求得

梁上各结合点所受力 ／力矩。
６）获得结合点受力状况后，代入结合部刚度解析

程序中，求得新的结合部刚度 Ｋ１。

７）如果 ｜Ｋ１ － Ｋ０ ｜ ＜ ε，结束，否则 Ｋ０ ＝ Ｋ１，返回步

骤 ２）继续迭代。

４　 应用实例

４􀆰 １　 机床导轨结合部边界元解析

图 ３ 所示为机床导轨系统的简化模型，上面两零

件是导轨和滑块简化成的多内部边界点梁，最下面为

床身，两根梁首末端均为自由状态，即首末两端的力和

力矩均为零，图 ４ 为导轨结合部结合状态。

图 ３　 多内部边界点梁与柔性边界合成算例

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ Ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｂｏｕｎｄａｒｙ
ａｎｄ Ｂｅａｍ ｗｉｔｈ Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｔｅｒｎａｌ Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔ

图 ４　 多内部边界点梁与柔性边界结合状态

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｂｏｕｎｄａｒｙ
ａｎｄ Ｂｅａｍ ｗｉｔｈ Ｍｕｌｔｉ － ｉｎｔｅｒｎａｌ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｐｏｉｎｔ

考虑结合部的刚度，设床身的结合面为柔性边界。
导轨长 ０􀆰 ６ ｍ，分为 ２０ 段单元梁，滑块长 ０􀆰 ３ ｍ，分为

１０ 段单元梁，梁的宽度和高度均为 ０􀆰 ０６ ｍ，滑块位于

导轨中间位置，单元梁的内部边界点在各单元梁的中

心。
滑块梁第 ５ 单元梁末端受 Ｙ 向集中载荷，受力

１ ０００ Ｎ。经程序进行迭代并求解，当满足精度要求后，
得到解析结果如图 ５、图 ６ 所示。 由于只有 Ｙ 向载荷，
图 ６ 中只给出了 Ｙ 向的变形。

从图 ６ 可以看出，滑块在外力作用下，结合部处的

变形大于导轨的变形，这是由于考虑了结合部的接触
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图 ５　 力解析结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｏｒｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ

图 ６　 变形解析结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ

变形，滑块与导轨在结合部处的变形不再相等。 而且

由于结合部的非线性，滑块与导轨的相对变形量在不

同位置处其值也不相等。
４􀆰 ２　 实验验证

针对如图 ３ 所示的机床导轨结合部模型，设计了

如图 ７ 所示实验装置，图中位移传感器分辨率 ０􀆰 ０５ 微

米，沿导轨布置，两侧固定点尽量靠近结合面中心，加
载装置位于滑块中心且滑块试件的承载平面与加载组

件的施力方向垂直。 传感器检测导轨相对于箱体的变

形量、滑块相对于箱体的变形量，计算出滑块相对于导

轨的变形量，经过 ７ 次反复加载，将获得的各组加载数

据取均值，得到导轨梁及滑块梁的变形曲线如图 ８ 所

示。

图 ７　 导轨单元结合部实验

Ｆｉｇ． ７　 Ｊｏｉｎｔ Ｔｅｓｔ ｏｆ Ｇｕｉｄｅ Ｕｎｉｔ

图 ８ 中可以看出，滑块在结合部处的变形大于导

轨的变形，这是因为导轨与滑块结合部的接触变形所

引起的。 同时验证了结合部的非线性特征，即滑块与

导轨的相对变形量在不同位置处其值也不相等。 导轨

图 ８　 静特性实验结果

Ｆｉｇ． ８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｓｔａｔｉｃ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ Ｔｅｓｔ

结合部变形量最大为 ０􀆰 ３１５ μｍ，与计算结果相近，证
明了理论分析方法的正确性。

５　 结论

本文基于结合面基础特性参数和结合面的基本假

设，建立了平面 －平面结合面的数学模型，利用该模型

对机床导轨结合部特性进行了研究，并进行了实验验

证。 通过对比数学模型与实验研究结果，获得以下结

论：
１）针对结合部刚度与机械系统刚度之间的非线

性耦合特性，建立了考虑结合部耦合的梁的边界元解

析模型，提出了梁类机械系统解析方法。
２）采用了边界元法，将结合部的刚度代入边界元

结合条件式，进行了合成解析。
３）利用结合部解析理论获得结合部的刚度，将其

代入边界元解析方程进行迭代，最终得到梁系统静态

机械特性。
４）开发了相应的解析软件，通过算例和导轨加载

实验对解析结果进行了验证，证明了解析方法的正确

性。
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