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摘要　 为降低齿轮失效风险，分析影响啮合轮齿热弹耦合应力的相关因素；采用响应面法构建啮合轮齿热弹耦合应

力的极限状态函数，得到轮齿热弹耦合应力可靠度与各相关参数的数学表达式；应用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法，得出轮齿热弹

耦合应力可靠度对各参数的灵敏度表达式；以某行星齿轮传动的太阳轮为例，分析得到轮齿热弹耦合应力可靠度对齿

宽、转速、模数和压力角的灵敏度。 由灵敏度数值大小可知齿宽、模数、压力角和转速对啮合轮齿热弹耦合应力可靠度影

响程度依次增大；由灵敏度正负可知减小转速和压力角或者增大齿宽和模数可提高轮齿热弹耦合应力的可靠度。 研究

为轮齿强度可靠性设计提供理论依据。
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　 　 引言

齿轮啮合传动过程中，轮齿一方面因受载承受接

触和弯曲应力，另一方面由于发热而承受热应力，所以

轮齿在啮合过程中所受应力是热、弹应力综合作用的

结果，称为热弹耦合应力。 热弹耦合应力对轮齿齿面

点蚀、疲劳失效和断裂有直接影响。 国内外专家学者

对齿轮热弹耦合应力问题进行了一定研究［１⁃５］［６］３５９⁃３６５，
但主要对齿轮热弹耦合应力进行直接分析计算，而关

于相关因素对齿轮热弹耦合应力影响研究较少，这是

因为热弹应力是非线性耦合结果，较难建立各影响因

素与热弹耦合应力的直接联系。
影响齿轮轮齿热弹耦合应力的因素较多，主要有

齿数、模数、压力角、齿宽、转速、齿轮材料、齿轮转矩、
润滑油型号、环境温度等。 为防止齿轮运转过程中热

弹耦合应力过大，必须分析相关因素对齿轮热弹耦合

应力的影响，本文基于响应面法建立啮合轮齿热弹耦

合应力极限状态函数，得到轮齿最大热弹耦合应力与

齿轮相关参数的函数关系，分析得出热弹耦合应力可

靠度对齿轮各参数灵敏度信息，为提高轮齿强度提供
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设计依据。

１　 基于响应面法轮齿热弹耦合应力极限状态

函数的建立

　 　 响应面法假定结构某真实响应 Ｙ 与结构相关随机

参数向量 Ｘ ＝ ［Ｘ１， Ｘ２，…，ＸＮＲ
］ 的关系可用含交叉项

的二次函数描述［６］３５９⁃３６５，见公式 １。 取随机参数向量

Ｘ ＝ ［Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮＲ
］ 的 ＮＳ 个样本点，对 ＮＳ 个样本点

进行试验或数值分析得到结构响应数据（ ｙ１，ｙ２，，，
ｙＮＳ ）。 对响应数据进行线性回归分析，得到响应面函

数中各待定系数的估计值，见公式 ２，从而确定响应面

函数，以此代替结构真实响应。

Ｙ ＝ Ｃ０ ＋ ∑
ＮＲ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ Ｘ ｉ ＋ ∑

ＮＲ

ｉ ＝ １
∑
ＮＲ

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｉｊ Ｘ ｉ Ｘ ｊ （１）

式中， Ｃ０，Ｃ ｉ，Ｃ ｉｊ（ ｉ ＝ １，…，ＮＲ；ｊ ＝ ｉ，…，ＮＲ） 为待定系

数，共 ｎ ＋ １ ＋ ｎ（ｎ ＋ １） ／ ２ 个。

ｓ ＝ ∑
ＮＳ

ｉ ＝ １
ε２ ＝ ∑

ＮＳ

ｉ ＝ １
［ｙｉ － （Ｃ０ ＋ ∑

ＮＲ

ｉ ＝ １
Ｃｉｘｉ ＋ ∑

ＮＲ

ｉ ＝ １
∑
ＮＲ

ｊ ＝ ｉ
Ｃｉｊｘｉｘ ｊ）］

２

∂ｓ
∂ Ｃ０

＝ ０

∂ｓ
∂ Ｃ ｉ

＝ ０　 ｉ ＝ １，２，…，ＮＲ

∂ｓ
∂ Ｃ ｉｊ

＝ ０　 ｉ ＝ １，２，…，ＮＲ；ｊ ＝ ｉ，…，ＮＲ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２）

　 　 选用 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ 矩阵取样法来获取随机参数向

量的 ＮＳ 个样本点，此方法对每个参数变量取三个概率

水平点，然后按规则排列组合中心点和边中点作为样

本点［７］［８］５１２⁃５１６，取样模型如图 １ 所示。

图 １　 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ 取样模型

Ｆｉｇ． １　 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

由上述，设定啮合过程中轮齿最大热弹耦合应力

的响应面函数为

ｐｍａｘ（Ｘ） ＝ Ｃ０ ＋ ∑
ＮＲ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ Ｘ ｉ ＋ ∑

ＮＲ

ｉ ＝ １
∑
ＮＲ

ｊ ＝ ｉ
Ｃ ｉｊ Ｘ ｉ Ｘ ｊ （３）

　 　 设啮合轮齿许用应力为 ｐ０， 如公式 ４ 所示，建立

轮齿温度极限状态函数，其中参数向量 Ｘ 为函数自变

量，轮齿热弹耦合应力极限状态函数 ｇ（Ｘ） 的数值大

小反映了热弹耦合应力的可靠度。
ｇ（Ｘ） ＝ ｐ０ － ｐｍａｘ（Ｘ） （４）

２　 热弹耦合应力可靠度灵敏度分析

由于轮齿热弹耦合应力极限状态函数 ｇ（Ｘ） 反映

了轮齿热弹耦合应力的可靠度，因此轮齿热弹耦合应

力可靠度灵敏度分析即为轮齿热弹耦合应力极限状态

函数对各自变量参数的灵敏度分析。
应用 Ｍａｔｌａｂ 中的 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法实现极限状

态函数的灵敏度分析，Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法假设在空间

域 Ω 中，极限状态函数 ｇ（Ｘ） 可表示为某一函数 ｆ∗ 的

积分，且存在一个任意的非零概率密度函数 ｐ∗

［８］５１２⁃５１６，使得

ｇ（Ｘ）∫Ω ｆ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）ｄＸ ＝

∫Ω ｆ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）
ｐ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）

ｆ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）ｄＸ ＝

Ｅ（ ｆ
∗（ ｊ，Ｘ；ξ）
ｐ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）

） ＝ Ｅ（Ｗ） （５）

式中，令 Ｗ ＝ ｆ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）
ｐ∗（ ｊ，Ｘ；ξ）

；Ｘ ＝ ［Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮＲ
］ 由概

率密度函数 ｐ∗ 决定； ξ 为参数向量 Ｘ 中某一参数。
由公式（５）可知， ｇ（Ｘ） 可由 Ｎ 个随机抽样样本

所产生的统计量 Ｗｉ 的均值近似估计，即

ｇ（Ｘ） ≈ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｗｉ （６）

　 　 则轮齿热弹耦合应力极限状态函数 ｇ（Ｘ） 对参数

ξ 的灵敏度可表示为

∂ξｇ（Ｘ） ≈ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∂ξ Ｗｉ （７）

３　 轮齿热弹耦合应力求解分析

基于响应面法建立轮齿热弹应力极限状态函数

时，需确定参数样本点条件下轮齿最高热弹应力响应

值，因此需对啮合轮齿进行啮合过程中热弹耦合应力

求解分析。
３􀆰 １　 温度场边界条件

（１）主从动齿轮啮合轮齿齿面的热流密度 ｑ１，ｑ２

分别为［９］

ｑ１ ＝
ｂ１ω１ＱＣ１

２πｖＣ１
（８）

ｑ２ ＝
ｂ２ω２ＱＣ２

２πｖＣ２
（９）

式中， ＱＣ１，ＱＣ２ 分别为主、从动轮轮齿啮合面上啮合点

Ｃ 处瞬时热流输入量； ω１，ω２ 分别为主、从动轮角速

度； ｖＣ１，ｖＣ２ 为主、从动轮在啮合点 Ｃ 处线速度； ｂ１，ｂ２

为主、从动轮齿宽。
（２）主从动轮轮齿啮合面对流散热系数为［１０］
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ｈｔ ＝ ω
２π λｐｆｃｆ （

ｖｆＨｃ

γｒｃ
）

１
４

ｑｔｏｔ （１０）

式中， ω 为主动轮或从动轮角速度； λ，ｐｆ，ｃｆ，ｖｆ，γ 分别

为润滑油热传导率、密度、比热、运动黏度和热扩散系

数； Ｈｃ 为啮合点 Ｃ 所在处主动轮或从动轮轮齿高度；
ｒｃ 为主动或从动轮在啮合点 Ｃ 处的曲率半径；ｑｔｏｔ为标

准化冷却总量。
３􀆰 ２　 力学边界条件

啮合轮齿法向接触力为

ＦＮｃ ＝
ＫＴ２ ｚ１ ／ ｚ２
ｒｃｃｏｓ α （１１）

式中， Ｋ 为双齿啮合区内齿间载荷分配系数； Ｔ２ 为从

动轮转矩； ｚ１，ｚ２ 为主、从动轮齿数； α 为压力角； ｒｃ 为
接触点在主动轮上的半径。

根据赫兹理论，齿面平均接触应力为

ｐＮｃ ＝ π
４

ＦＮｃＥ
２πＲＥｃｂ（１ － ν２）

（１２）

式中， ＲＥｃ ＝ ＲＥ１ＲＥ２ ／ （ＲＥ１ ＋ ＲＥ１），ＲＥ１ 和ＲＥ２ 分别为主、
从齿轮轮齿接触点处的曲率半径，它们是随齿面啮合

位置的变化而改变的； ｂ 为齿宽； Ｅ 为齿轮材料弹性模

量； ν 为材料泊松比。
３􀆰 ３　 间接耦合法求解热弹耦合应力

本文采用间接耦合法求解轮齿热弹耦合应力，间
接耦合法适用于相互作用的非线性程度较低的耦合

场［１１］。 间接耦合法使用不同的数据库文件和结果文

件进行计算。 每个数据库文件包含一定的实体模型、
单元、材料属性以及载荷等，首先进行第一次分析，然
后将分析结果读入到下一个数据库文件中，接着进行

第二次分析，如此直至分析结束。 分析过程中单元和

节点数量编号在数据文件和结果文件中保持一致。
根据公式（８） ～ 式（１０）对齿轮进行温度场边界

条件加载，求解出温度场分布结果并保存数据。 进行

齿轮接触和弯曲应力分析计算时，首先清除热分析时

的载荷，添加随温度变化的材料属性，转换单元，然后

创建接触并添加约束，最后读入温度场分析结果进行

求解，从而得到轮齿热弹耦合应力值［１２］。

４　 具体实例分析

以某行星齿轮传动系统的太阳轮为研究对象，基
于响应面法建立啮合轮齿热弹耦合应力极限状态函

数，并分析轮齿热弹耦合应力可靠度对齿宽、转速、模
数、压力角参数的灵敏度。 主要参数如表 １ 所示。

本文考虑齿轮齿宽、转速、模数和压力角参数对热

弹耦合应力的影响，因此选取它们为自变量建立轮齿

温度极限状态函数。 依据响应面法，假定齿宽、转速、
模数和压力角均为随机变量，并且各随机变量均服从

正态分布，其均值和标准差如表 ２ 所示。
表 １　 主要参数

Ｔａｂ． １　 Ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数名称 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｎａｍｅ

齿数 Ｔｏｏｔｈ ｎｕｍｂｅｒｓ ｚ １９
模数 ｍｏｄｕｌｅ ｍ ／ ｍｍ １２
压力角 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｇｌｅ α ／ （ °） ２０
齿宽 Ｔｏｏｔｈ ｗｉｄｔｈ ｂ ／ ｍｍ １９０
转速 Ｓｐｅｅｄ ｎ ／ （ ｒ ／ ｍｉｎ） ２２８
齿轮材料 Ｇｅａｒ ｍａｔｅｒｉａｌ ２０ＣｒＮｉ２ＭｏＡ
输入转矩 Ｉｎｐｕｔ ｔｏｒｑｕｅ Ｔ ／ ｍｍ ４１ ８３８
润滑油型号 ｌｕｂｒｉｃａｔｉｎｇ ｏｉｌ ｍｏｄｅｌ ＳＣＨ６３２
环境温度 Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｔ ／ ℃ ７４

表 ２　 各随机变量的均值和标准差

Ｔａｂ． ２　 Ｍｅａｎ ａｎｄ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ

变量
Ｖａｒｉａｂｌｅ

齿宽
Ｔｏｏｔｈ ｗｉｄｔｈ

ｂ ／ ｍｍ

转速
Ｓｐｅｅｄ

ｎ ／ （ ｒ ／ ｍｉｎ）

模数
Ｍｏｄｕｌｅ
ｍ ／ ｍｍ

压力角
Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｇｌｅ

α ／ （ °）

均值 Ｍｅａｎ １９０􀆰 ０ ２２８ １２􀆰 ０ ２０􀆰 ０

标准差
Ｓｔａｎｄａｒｄ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

１０􀆰 ０ ２０ ２􀆰 ０ ２􀆰 ５

根据 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ 矩阵取样法进行各随机变量的

２９ 次取样，限于篇幅列出部分样本点，如图 ２ 所示。

图 ２　 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ 样本点及响应值

Ｆｉｇ． ２　 Ｂｏｘ⁃Ｂｅｈｎｋｅｎ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｖａｌｕｅｓ

完成抽样后，对啮合轮齿进行多次热弹耦合应力

分析，获取参数样本点对应的轮齿最高热弹耦合应力

响应值。
以样本点 １ 对应参数为例，对啮合轮齿进行热弹

耦合应力分析。 首先建立行星轮系啮合有限元模型，
如图 ３ 所示。 进行有限元分析时，将轮齿设置为刚性

体，并在主动轮上施加相应的输入转矩，约束各个运动

件的移动自由度，只保留转动自由度。
根据公式（８） ～ 式（１０） 计算太阳轮轮齿啮合面

沿齿高方向各位置温度分析边界条件，包括摩擦热流

密度分布和对流散热系数分布，分别如图 ４ 和图 ５ 所

示。 太阳轮齿面摩擦热流密度和换热系数的施加如图

６ 所示，求解出温度场分布结果并保存数据。 根据公



　 ２９８　　 机　 　 械　 　 强　 　 度 ２０１５ 年　

式（１１） ～ 式（１２）确定太阳轮轮齿啮合面应力分布如

图 ７ 所示，最终运用间接耦合法求解得到太阳轮啮合

轮齿热弹耦合应力分布，如图 ８ 所示，可知样本点 １ 下

太阳轮啮合轮齿最大热弹耦合应力为 ６０４􀆰 ３ ＭＰａ。 最

终经多次分析将所有样本点对应的轮齿最大热弹耦合

应力响应值 ｐｍａｘ 列入到图 ２ 的最右侧区域中。

图 ３　 行星轮系啮合有限元模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｅｓｈｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｎｅｔａｒｙ ｇｅａｒ ｔｒａｉｎ

图 ４　 太阳轮啮合轮齿齿面摩擦热流密度分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｆｌｏｗ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｕｎ ｇｅａｒ ｍｅｓｈｉｎｇ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ

图 ５　 太阳轮啮合轮齿齿面对流散热系数分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｎ ｇｅａｒ
ｍｅｓｈｉｎｇ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ

应用 Ｄｅｓｉｇｎ⁃Ｅｘｐｅｒｔ 软件，依据各样本点、响应值

和公式（１） ～式（３），得到图 ９ 所示的啮合轮齿最大热

弹耦合应力三维响应面以及最大热弹耦合应力响应函

数，见公式 １３。
ｐｍａｘ ＝ ４１８． ０８ ＋ １． ４１ｂ ＋ １． １６ｎ ＋ ６． ５０ｍ － ６． ２７α ＋

２． １７ × １０ －４ｂｎ ＋ ０． ０２２ｂｍ ＋ ０． ０８７ｂα －

图 ６　 太阳轮齿面摩擦热流密度和换热系数施加

Ｆｉｇ． ６　 Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｆｌｏｗ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｈｅａｔ
ｔｒａｎｓｆｅｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｓｕｎ ｇｅａｒ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ

图 ７　 太阳轮轮齿啮合面应力分布

　 Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｎ ｇｅａｒ ｍｅｓｈｉｎｇ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ

图 ８　 样本点 １ 下太阳轮啮合轮齿热弹耦合应力分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｕｎ ｇｅａｒ ｍｅｓｈｉｎｇ ｔｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ ｕｎｄｅｒ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ １

图 ９　 啮合轮齿最高温度三维响应面

Ｆｉｇ． ９　 ３ Ｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｓｈｉｎｇ ｇｅａｒ ｕｎｄｅｒ
ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｓｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

０． ０５４ｎｍ － ０． ０１３ｎα ＋ ０． ０３４８ｍα －
０． ０１０ｂ２ － ８． ４３ × １０ －４ｎ２ ＋ ０． １０８ｍ２ －
０． ２６７α２ （１３）
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的极限状态函数，见公式（１４），该函数建立了轮齿应

力可靠度与齿宽、转速、模数、压力角参数的数学关系

式

ｇ（Ｘ） ＝ ｐ０ － ｐｍａｘ ＝
４１８． ０８ ＋ １． ４１ｂ ＋ １． １６ｎ ＋ ６． ５０ｍ － ６． ２７α ＋
２． １７ × １０ －４ｂｎ ＋ ０． ０２２ｂｍ ＋ ０． ０８７ｂα －
０． ０５４ｎｍ － ０． ０１３ｎα ＋ ０． ０３４ ８ｍα －
０． ０１０ｂ２ － ８． ４３ × １０ －４ｎ２ ＋ ０． １０８ｍ２ －
０． ２６７α２

（１４）
　 　 为得到各参数对啮合热弹耦合应力可靠度的影响

程度，应用 Ｍａｔｌａｂ 中的 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法，对极限函

数 ｇ（Ｘ） 进行随机抽样模拟，最终得到轮齿应力可靠

度对各设计参数的灵敏度结果，如图 １０ 所示。

图 １０　 轮齿热弹耦合应力可靠度对各参数的灵敏度

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅａｒ
ｔｏｏｔｈ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

由图 １０ 知，各参数对轮齿热弹耦合应力可靠度均

有显著影响，轮齿热弹耦合应力可靠度对齿宽、转速、
模数和压力角的灵敏度分别为 ０􀆰 １１９、 － ０􀆰 ２９２、０􀆰 ２０１
和 － ０􀆰 ２４３。 由灵敏度大小和正负可知，齿轮齿宽、模
数、压力角和转速对啮合轮齿热弹耦合应力可靠度影

响程度依次增大；减小转数和压力角可提高啮合轮齿

热弹耦合应力可靠度，增大齿宽和模数可提高啮合轮

齿热弹耦合应力可靠度。

５　 结论

为提高齿轮传动可靠性，须分析影响啮合轮齿热

弹耦合应力的相关因素；运用响应面法建立了啮合轮

齿热弹耦合应力的极限状态函数方程；应用 Ｍｏｎｔｅ⁃
Ｃａｒｌｏ 模拟法得到了轮齿热弹耦合应力可靠度对各参

数的灵敏度表达式；根据相关参数对轮齿应力的灵敏

度，调整影响轮齿热弹耦合应力的相关参数，以提高齿

轮轮齿强度可靠性，降低其失效风险。
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