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摘要　 基于约束扭转理论对汽车后扭转梁的扭转刚度进行了计算，并采用线刚度，即单位外力作用下的轮心位移作

为评价指标。 在横梁几乎提供全部刚度的前提下，根据受力分析和几何关系，得到了横梁所受扭转力矩和轮心位移的计

算公式。 总结了典型的横梁截面形式，并给出了常用的扭转截面常数算式，针对简化后的主梁截面，利用薄壁结构力学

推导了翘曲截面常数的计算公式。 根据薄壁件的约束扭转理论，对主梁端面扭转角进行了推导，从而得出了不带扭杆扭

转梁的刚度计算公式，并推广到了带扭杆的扭转梁，且对各个因子的影响程度进行了对比。 和试验结果相比，考虑约束

扭转时的计算结果与测量值的偏差在 ７􀆰 ４％ ～ １０􀆰 ４％之间，远优于考虑自由扭转时的计算结果。 在零件概念设计阶段，
利用扭转梁的外阔尺寸参数和截面特性参数，可以尽早地预测设计结果，显著缩短开发周期。
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　 　 引言

作为扭转梁式半独立后悬架的核心，扭转梁的扭

转刚度直接影响后桥的侧倾特性和整车的操作稳定

性。 扭转刚度目标通常是在车辆的概念设计阶段由

后桥的侧倾角刚度目标分解而来的，但扭转刚度并非

侧倾角刚度的唯一决定因素。 文献［１］ １６提出的扭转

梁式后悬架概念设计流程，主张根据悬架系统特性参

数来判定扭转梁是否达到设计目标，这显然会浪费较

多的开发时间。 文献［２］ ２８提出在详细设计之前要进

行刚度校核，但也没有提出具体的解决办法。 为了缩

短开发周期，在零件开发的早期，利用已确定的外阔

尺寸和横梁截面尺寸参数来初步预测结果是非常必

要的。
当前对扭转刚度进行理论计算的文献不多，文献

［１］ １５⁃１６给出的后桥侧倾角刚度计算公式表明，目前的

理论计算一般将横梁扭转作为自由扭转来看待，但实

际上横梁在扭转时外力矩并不通过其扭转中心，且横

梁的自由翘曲受到了纵臂的约束，因此横梁的扭转属

于典型的约束扭转。 本文以符拉索夫的开口薄壁件
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约束扭转理论为出发点，进行了扭转刚度理论计算方

法的探讨。

１　 扭转工况下的受力分析

扭转梁在扭转时，纵臂几乎没有挠曲变形，轮心

的位移主要是由横梁的扭转造成的，也就是横梁几乎

提供全部的扭转刚度［２］２９。 文献［２］ ２９ 以角刚度来表

征扭转刚度，为了便于理解，本文采用线刚度 ＫＬ来表

示，且有

ＫＬ ＝ Ｆ ／ λ （１）
式中，Ｆ 为作用在轮心上 ｚ 方向的力，λ 相应的轮心位

移。
图 １ａ 所示为扭转梁的主要外阔尺寸参数和扭转

时的受力情况。 外力 Ｆ 分别作用在两端轮心处，且大

小相等、方向相反，不考虑扭转梁安装点 ＯＬ、ＯＲ的橡

胶衬套，用球铰代替，球铰对扭转梁作用有外力 Ｆ１、
Ｆ２。 图 １ｂ 所示为纵臂的受力情况和扭转前后的位置

示意，横梁对纵臂作用有集中力 Ｐ、扭转力矩 Ｔｘ和 Ｔｙ，
纵臂的转角与横梁外端的扭转角相等，为 θ０。 根据受

力平衡和几何关系有

Ｐ ＝
Ｌ１ － Ｌ２

Ｌ２
Ｆ

Ｔｙ ＝ ＦＲ ＋ Ｐｒ
λ ＝ Ｒｓｉｎ θ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

式中，Ｌ１ 为后轮距，Ｌ２ 扭转梁安装点的距离，Ｒ 为纵臂

的有效长度，ｒ 为横梁几何中心的位置。

图 １　 扭转梁尺寸参数和扭转工况下受力分析

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｔｗｉｓｔ ｂｅａｍ ａｎｄ ｆｏｒｃｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｈｅｎ ｔｗｉｓｔｅｄ

可见，作用在横梁上的扭矩与轮距、扭转梁安装

点距离、纵臂有效长度和横梁的布置位置有关；而轮

心的位移与纵臂有效长度和横梁扭转角有关。

２　 横梁截面特性参数计算

横梁的扭转角除了受外力矩的影响外，截面特性

也是一个重要影响因素。 图 ２ 所示为典型的横梁截

面［３］４，其中有些横梁只有主梁，不带扭杆。 主梁按照

截面形状可以分为开口型或闭口型，Ｖ 型、梯形或者 Ｕ
型等。 因为主梁的厚度远小于其在另外两个方向的

尺寸，所以是一种典型的薄壁件，而扭杆属圆轴型零

件，其扭转遵循平面假设［４］６９⁃７０，不需要像主梁那样考

虑翘曲，本节主要说明扭转截面常数和翘曲截面常数

如何计算。

图 ２　 典型横梁截面示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｙｐｉｃａｌ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ

２􀆰 １　 扭转截面常数

根据圣维南自由扭转理论，开口截面的扭转截面

常数为［４］７２⁃７４，［５］２２

Ｊ ＝ １
３ ｔ３Ｈ （３）

式中，ｔ 为截面的厚度，Ｈ 为截面中线的长度。
闭口截面扭转截面常数计算按照布雷斯特第二

公式［４］７５，［５］２６

Ｊ ＝ ４􀭺ω２ ｔ
Ｈ （４）

式中，􀭺ω 为截面中心线所围成的面积。
圆轴类零件的扭转截面常数为［４］５８

Ｊ ＝ πＤ４

３２ （１ － ∂ ４） （５）

式中，Ｄ 为圆管外径，∂为内外径之比值。
２􀆰 ２　 翘曲截面常数

薄壁件的约束扭转理论引入了一个基本假

定———符拉索夫刚周边假定，即在扭转时截面的形状

不发生变化［５］１⁃２，由此可以认为扭转前后截面翘曲常

数不变，该常数，即扇性惯性矩表示为［５］３７

Ｉｗ ＝ ∫Ａ０ ｗ２ｄＡ （６）
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式中，ｗ 为截面的主扇性坐标，ｗ ＝ ∫ ｓ
０ｈｄｓ，ｈ 为截面上

一点切线到截面扭转中心的距离，当该点至扭转中心

的连线沿曲线坐标 ｓ 方向为顺时针转动时，ｈ 为正，否
则为负［５］８⁃９，３６。

本文只考虑关于 Ｕ 轴对称的截面，非对称截面的

计算方法类似。 图 ３ 所示的开口截面为图 ２ 中主梁

截面的简化形式，图 ２ 中的闭口截面可以认为是两层

开口截面的组合。 用 ＬＡ′Ａ、ＬＢ′Ｂ、ＬＣ′Ｃ、ＬＢＣ和 ＬＡ′Ｃ′分别表

示 Ａ′Ａ 段、Ｂ′Ｂ 段、Ｃ′Ｃ 段、ＢＣ 段和 Ａ′Ｃ′段的长度，当
ＬＡ′Ａ为零时简化截面为 Ｖ 型，当圆角半径 ρ 为零时截

面为梯形，当 α 较小时为 Ｕ 型，而当 ＬＡ′Ａ和 ＬＢＣ为零时

则为圆弧型。

图 ３　 简化后的主梁截面

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ

２􀆰 ２􀆰 １　 截面扭转中心

在计算主扇性坐标前，必须首先确定截面的扭转

中心和扇性零点。 因为截面对称，扭转中心在截面的

对称轴上［５］３８，如图 ３ 中 Ｅ 点所示，以 Ａ′为计算扭转中

心和扇性零点时，实际扭转中心的 Ｕ 坐标为［５］３６

ＵＥ ＝ ＵＡ′ ＋
Ｉｗ′Ｖ
ＩＵ

（７）

式中，Ｉｗ′Ｖ和 ＩＵ分别为截面的扇性惯性积和对 Ｕ 轴的

惯性矩， Ｉｗ′Ｖ ＝ ∫
Ｈ
２

０
ｗ′Ｖｔｄｓ，ＩＵ ＝ ∫

Ｈ
２

０
Ｖ２ ｔｄｓ。

根据式（７）求得截面上各段的扇性惯性积和惯性

矩。
Ａ′Ａ 段

Ｉｗ′Ｖ ＝ ０

ＩＵ ＝
Ｌ３
Ａ′Ａ ｔ
３

{ （８）

　 　 ＡＢ 段

Ｉｗ′Ｖ ＝ ρ２ ｔ｛
ρＬＡ′Ａ

２ （ π
２ － α） ２ ＋ ρ２ｓｉｎ ２α

４ －

Ｌ２
Ａ′Ａｃｏｓ α ＋ ρ２［ｃｏｓ α － （ π

２ － α）ｓｉｎ α］ ＋

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（ρＬＡ′Ａ － ρ２

２ ）（ π
２ － α） －

ρＬＡ′Ａｃｏｓ ２α
４ ｝

ＩＵ ＝ ρｔ［（Ｌ２
Ａ′Ａ ＋ ρ２

２ ）（ π
２ － α） － ρ２ｓｉｎ ２α

４ －

２ρＬＡ′Ａ（ｓｉｎα － １）］

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（９）

　 　 ＢＣ 段

Ｉｗ′Ｖ ＝ ｔ［
（ｗ′Ｂｓｉｎ α ＋ ＬＢ′Ｂｈ′ＢＣ）Ｌ２

ＢＣ

２ ＋

ｗ′ＢＬＢ′ＢＬＢＣ ＋
ＬＢ′ＢＬ３

ＢＣ

３ ｓｉｎ α］

ＩＵ ＝ ｔ
３ｓｉｎ α（Ｌ

３
Ｃ′Ｃ － Ｌ３

Ｂ′Ｂ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１０）

式中，ｗ′Ｂ ＝ ρ［ρ（ π
２ － α） － ρｃｏｓ α － ＬＡ′Ａ（ｓｉｎ α － １）］，

ｈ′ＢＣ ＝ ＬＣ′Ｃｃｏｓ α － ＬＡ′Ｃ′ｓｉｎ α。
将式（８） － 式（１０）中求得的 Ｉｗ′Ｖ和 ＩＵ带入式（７）

即可求得扭转中心的位置。 由于截面对称，Ｕ 轴上方

和下方部分截面的主扇性坐标符号 ｗ ＇正好相反，

∫ｓｗ′ｔｄｓ ＝ ０， 所以 Ａ′就是扇性零点。

２􀆰 ２􀆰 ２　 截面翘曲常数

扭转中心和扇性零点确定后，根据式（６）可以求

得各段截面的翘曲常数，用 ＬＡ′Ｅ和 ＬＯ′Ｅ分别表示线段

Ａ′Ｅ 和 Ｏ′Ｅ 的长度，则有

Ａ′Ａ 段

Ｉｗ ＝
Ｌ２
Ａ′ＥＬ３

Ａ′Ａ ｔ
３ （１１）

　 　 ＡＢ 段

Ｉｗ ＝ ρｔ { ρ
２（Ｌ２

Ａ′Ａ － Ｌ２
Ｏ′Ｅ）ｓｉｎ ２α

４ ＋
ρ４ （ π

２ － α）
３

３ ＋

（ρ － ＬＡ′Ｅ）２Ｌ２
Ａ′Ａ（

π
２ － α） ＋ ρ２ＬＯ′ＥＬＡ′Ａｃｏｓ２α ＋

ρ２（Ｌ２
Ｏ′Ｅ ＋ Ｌ２

Ａ′Ａ）（
π
２ － α）

２ － ２ρＬＡ′Ａ（ρ － ＬＡ′Ｅ） ×

［ＬＡ′Ａｃｏｓ α －
ρ （ π

２ － α）
２

２ ＋ ＬＯ′Ｅ（１ － ｓｉｎ α）］ －

２ρ３ＬＡ′Ａ［ｓｉｎ α － １ ＋ （ π
２ － α）ｃｏｓ α］ －

２ρ３ＬＯ′Ｅ［ｃｏｓ α － （ π
２ － α）ｓｉｎ α］ }

（１２）
　 　 ＢＣ 段

Ｉｗ ＝ （ｗ２
Ｂ
ＬＢＣ ＋ １

３ ｈ２
ＢＣ
Ｌ３
ＢＣ ＋ ｗＢｈＢＣＬ２

ＢＣ） ｔ （１３）

式中，ｈＢＣ ＝ ＬＣ′Ｃｃｏｓ α － ＬＡ′Ｅｓｉｎ α，

ｗＢ ＝ ρ２（ π
２ － α） ＋ （ρ － ＬＡ′Ｅ － ρｓｉｎ α）ＬＡ′Ａ －
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ρＬＯ′Ｅｃｏｓ α。
由式（１１） －式（１３）可知，翘曲截面常数与主梁厚

度成正比。

３　 刚度计算

接前所述，横梁外端的扭转角等于纵臂的转角，
因此只要计算横梁在单位外力作用下产生的扭转角，
就可以获得刚度值。

对于不带扭杆的扭转梁，其扭转刚度就是主梁的

扭转刚度，而带扭杆的扭转梁，其刚度为两部分刚度

的复合。
３􀆰 １　 不带扭杆扭转梁的刚度计算

根据文献［５］ ４３，５６、文献［６］ ７７７和文献［７］，在翘曲

扭转中，以圣维南扭转刚度 ＧＪ 和翘曲扭转刚度 ＥＩｗ来
抵抗外力偶矩 Ｔ，它们之间的关系为

Ｔ ＝ － ＥＩｗ
ｄ３θ
ｄｙ３ ＋ ＧＪ ｄθ

ｄｙ （１４）

　 　 该式的通解是

θ ＝ Ｃ１ｃｏｓｈ ｋｙ ＋ Ｃ２ｓｉｎｈ ｋｙ ＋ Ｃ３ｙ ＋ Ｃ４

ｋ ＝ μＧＪ
ＥＩｗ

（１５）

式中，Ｃ１ － Ｃ４ 为待定系数，Ｅ 和 Ｇ 分别为弹性模量和

剪切弹性模量，本文中分别取 ２１０ ＧＰａ 和 ７９􀆰 ２ ＧＰａ。
μ 为截面类型参数，当主梁为开口截面时，μ ＝ １，为闭

口截面时，μ ＝ １ － Ｊ ／ Ｉｐ，Ｉｐ为截面主惯性矩。 对于闭口

截面，Ｊ 的数量级通常为 １０４，而 Ｉｐ的数量级为 １０６，故
可认为 μ ＝ １ 对闭口截面也成立。

以横梁左端为 ｙ 坐标零点，在此截面上有 Ｔ ＝ Ｔｙ。
扭转梁两端交叉扭转时，左端可以认为是自由端，中

间截面可以等效为固定端，其边界条件分别为 θ̈０ ＝ ０

和 θ·Ｌ ／ ２ ＝ ０、θＬ ／ ２ ＝ ０［５］４５，将上述边界条件带入式（１４）
和式（１５），即可求得横梁左端面的扭转角

θ０ ＝
Ｔｙ

ＧＪ（
Ｌ
２ － μ

ｋ ｔｈ ｋＬ
２ ） （１６）

　 　 显然，主梁的扭转角包括两部分，即自由扭转角和

翘曲扭转角，分别用
ＴｙＬ
２ＧＪ和 －

μＴｙ

ｋＧＪｔｈ
ｋＬ
２ 表示，后者的符号

为负，表示翘曲有减小扭转变形，增加刚度的效果。
当 θ０ 较小时，认为 ｓｉｎ θ０ ＝ θ０，将式（２）和式（１６）

代入式（１）求得刚度计算公式为

ＫＬ ＝ ２ＧＪ

ＲＬ（Ｒ ＋
Ｌ１ － Ｌ２

Ｌ２
ｒ）（１ － ２μ

ｋＬｔｈ
ｋＬ
２ ）

（１７）

式中，项 Ｊ

１ － ２μ
ｋＬ ｔｈ

ｋＬ
２

为考虑翘曲时的等效扭转截面

常数。
根据正交试验设计，式（１７）中各因子对扭转刚度

的影响如图 ４ 所示。 扭转截面常数 Ｊ 和翘曲截面常数

Ｉｗ对刚度有较大的影响，在扭转梁的外阔尺寸参数中

纵臂的有效长度 Ｒ 对刚度的影响最大，主梁长度 Ｌ 次

之，主梁安装点间距 Ｌ２ 再次，轮距 Ｌ１ 和主梁位置 ｒ 的
影响最小。

图 ４　 主要因子对扭转刚度的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｆａｃｔｏｒｓ ｔｏ ｔｏｒｓｉｏｎ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

３􀆰 ２　 带扭杆的扭转梁刚度计算

对带扭杆的扭转梁，主梁和扭杆都承受部分外力

矩，主梁外端承受的分量为 Ｔｙ１，其扭角计算公式同式

（１６），扭杆外端承受的力矩分量为 Ｔｙ２，其扭角计算公

式为［４］６２

θ０扭杆 ＝
Ｔｙ２Ｌ

２ＧＪ扭杆

（１８）

　 　 根据主梁和扭杆的几何对应关系 θ０扭杆 ＝ θ０，可以

得出

ＫＬ ＝

２Ｇ Ｊ扭杆 ＋ Ｊ

１ － ２μ
ｋＬｔｈ

ｋＬ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｒ（Ｒ ＋
Ｌ１ － Ｌ２

Ｌ２
ｒ）Ｌ

（１９）

　 　 图 ５ 所示为扭杆和主梁对整体扭转刚度的贡献

对比，扭杆提供的刚度是恒定的，而具有相同厚度和

截面中线长度的主梁在改变截面形状时，翘曲截面常

数从 ３ × １０７ ｍｍ６ 增加到 ３ × １０８ ｍｍ６，从而使主梁提

供的刚度增加了近一倍。

４　 验证

为了验证理论计算方法的准确性，对三种类型扭
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图 ５　 扭杆和主梁对整体扭转刚度的贡献

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｏｒｓｉｏｎ ｂａｒ ａｎｄ ｍａｉｎ
ｂｅａｍ ｔｏ ｏｖｅｒａｌｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

　 　

转梁的扭转刚度分别进行了理论计算和试验，表 １ 所

示为其主要尺寸参数、刚度计算值和试验结果。 由表

可知，考虑约束扭转时的理论计算结果与测量值的偏

差在 ７􀆰 ４％ ～ １０􀆰 ４％ 之间，远好于只考虑自由扭转时

的计算结果。
理论计算偏差主要来源于扭转截面常数 Ｊ 和翘

曲截面常数 Ｉｗ计算的简化误差。 另外理论计算公式

推导的假设之一是主梁为单一截面，但某些车型为了

提高扭转梁疲劳寿命，采用变截面主梁设计，也造成

了计算误差。

表 １　 三种扭转梁主要尺寸参数和刚度值

Ｔａｂ． １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｔｗｉｓｔ ｂｅａｍ

扭转梁 Ｂｅａｍ Ａ 扭转梁 Ｂｅａｍ Ｂ 扭转梁 Ｂｅａｍ Ｃ
轮距 Ｔｒａｃｋ Ｌ１ ／ ｍｍ １ ５２０ １ ５６４ １ ５３５
纵臂长度 Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｂｅａｍ Ｒ ／ ｍｍ ４２０ ４００ ４４０
主梁位置 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅａｍ ｒ ／ ｍｍ １７０ １７５ ２２０
安装点间距 Ｓｐａｃｉｎｇ ｏｆ ｆｉｘｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ Ｌ２ ／ ｍｍ １ １６５ １ １７０ １ ２００
主梁长度 Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｂｅａｍ Ｌ ／ ｍｍ １ １２０ １ １８０ １ １５６

横梁截面 Ｓｅｃｔｉｏｎ

主梁扭转截面常数 Ｔｏｒｓｉｏｎ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｂｅａｍ Ｊ ／ ｍｍ４ ２６ ９２２ ５ ２２５ １３ ６８０
主梁翘曲截面常数 Ｗａｒｐｉｎｇ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｂｅａｍ Ｉｗ ／ ｍｍ６ ６􀆰 ４１ × １０７ ２􀆰 １２ × １０７ ３􀆰 ８５ × １０８

扭杆扭转截面常数 Ｔｏｒｓｉｏｎ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｂａｒ Ｊ扭杆 ／ ｍｍ４ ／ １２ ６９２ ／
刚度计算值 Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ＫＬ ／ （Ｎ ／ ｍｍ） ２４􀆰 ３６ １４􀆰 １６ １５􀆰 ７
刚度实测值 Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅａｓｕｒｅｄ ＫＬ ／ （Ｎ ／ ｍｍ） ２６􀆰 ３ １５􀆰 ８ １７􀆰 １
理论计算偏差 Ｅｒｒｏｒ ７􀆰 ４％ １０􀆰 ４％ ８􀆰 ２％
仅考虑自由扭转时的扭转刚度计算值
Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｔ ｆｒｅｅ ｔｏｒｓｉｏｎ ＫＬ ／ （Ｎ ／ ｍｍ） ２２􀆰 ３ １３􀆰 １ ９􀆰 ０

５ 结论

本文采用约束扭转理论探讨了扭转梁扭转刚度的

理论计算方法。
１） 首先分析了扭转时横梁的受力情况和轮心位

移。
２） 给出了典型横梁截面的扭转常数计算公式，并

推导了简化主梁截面的翘曲常数计算公式。
３） 根据约束扭转理论，获得了主梁端面扭转角，

最终得出了不带扭杆和带扭杆两种扭转梁的刚度计算

公式，并对影响因子进行了分析。
４） 和试验结果相比，理论计算的精度较高，可以

用于零件概念设计阶段的刚度计算，并可以有效地缩

短开发周期。
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