
2026， 48（4）：122‑133Journal of Mechanical Strength

压电层合壳体等几何建模及分析
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摘要：【目的】传统有限元法在建模过程中存在几何不精确性和单元阶次较低的问题，在处理含有曲线或曲面的

复杂几何模型时，会引入逼近误差。相较而言，等几何分析方法将非均匀有理 B 样条（Non-Uniform Rational B-Splines, 

NURBS）基函数作为形函数，具备几何精确、高阶连续、高精度和无需传统网格划分过程等优势。因此，基于等几何分

析方法和一阶剪切变形理论建立了一种能够精确预测压电层合壳体结构力-电行为的等几何分析模型，并进行相应分

析。【方法】首先，利用 NURBS 基函数推导了 Reissner-Mindlin 壳单元的位移离散方程；其次，考虑材料的纤维角度，

建立了从局部坐标系到全局坐标系的压电本构方程的转换关系，并采用 Hamilton 变分原理构建了压电层合壳体的等

几何分析模型；然后，利用构建的等几何分析模型对经典壳体问题进行了分析，并将等几何分析模型的结果与已有文

献和有限元软件仿真的结果进行了对比，验证了模型的精确性和高效性；最后，对机-电载荷作用下压电层合壳体的静

力学和动力学响应进行了分析。【结果】数值结果表明，所建立的压电层合壳体的等几何分析模型具有较高的计算精

度，并且同时适用于普通单层壳体、层合壳体及压电层合壳体等结构的分析。
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0　引言

薄壁板壳结构广泛存在于航空航天、船舶和汽车

等领域，如飞机机翼、航空发动机叶片、卫星太阳能帆

板等。这类低阻尼结构在动力系统振动、外界高速流

体压差变化等扰动下极易产生变形、振动或噪声，严

重影响了产品的运行性能和可靠性［1］。在薄壁结构上

集成智能材料（如压电材料），形成的智能板壳结构具

有自感知、自诊断、自驱动等能力，已广泛应用于航空

航天领域飞行器壁板结构的形状控制、减振降噪和健

康监测等［2-4］。在压电智能结构计算分析中，存在着力

学量与电学量的相互耦合，关系复杂，因此，建立压电

智能结构的计算模型是进行力学分析和实现智能控制

的关键。在压电智能结构数值法建模中，有限元法

（Finite Element Method, FEM）因具有边界处理灵活、

编程易实现、计算效率高等优点，应用最为广泛。

由于板壳结构在厚度方向上的尺度比其他两个

方向小得多，因此可做出一定的假设，使三维单元的

计算简化为二维单元的计算，在保持计算精度的同时

能够大大提高计算效率。国内、外许多学者将二维等

效单层理论与有限元法相结合，建立了压电层合结构

的二维数值分析模型。针对压电层合板结构，HE等［5］

基于经典理论研究了机-电-热耦合下压电层合板的静

力学响应、动力学响应及主动振动控制等问题。经典

理论忽略了结构的横向剪切变形，因此仅适用于薄壁

结构的计算，多位学者基于一阶剪切变形理论和有限

元法建立了压电层合板的数值分析模型。利用这些

模型，WANG 等［6-8］采用速度反馈控制方法，探讨了压

电层合板的主动振动控制问题；BEHJAT等［9-10］分析了

压电层合板的自由振动、静力学和动力学响应。考虑

结构发生大变形的情况，VARELIS等［11-12］基于一阶剪

切变形理论和冯·卡门非线性理论，建立了压电层合

板的几何非线性有限元模型，并对结构的几何非线性

力学行为进行了分析。为克服三角形单元在有限元

计算中偏“刚性”的缺陷，PHUNG-VAN 等［13-14］基于光

滑有限元方法和一阶剪切变形理论，对压电层合板的

力学性能进行了研讨。由于一阶剪切变形理论不适

用于分析厚板，JADHAV 等［15-20］基于高阶剪切变形理

论和冯·卡门非线性理论构建了压电层合板的几何非

线性有限元模型，并对结构的屈曲响应、自由振动、强
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迫振动和非线性主动振动控制问题进行了分析。

针对压电层合壳体结构，KIOUA等［21］476-484［22］基于

经典理论建立了线性有限元模型，分析了结构的静态

和动态响应。利用一阶剪切变形理论，MARINKOVIC

等［23-26］分析了压电层合壳体的主动振动控制问题；

ZHANG等［27］345-357［28］239-249［29-30］建立一系列压电层合壳结

构的几何非线性模型，并研究了结构的非线性静力学、

动力学、形状控制和主动振动控制问题。

虽然利用有限元法在压电智能结构的力学建模

及分析中取得了很大的成功，但仍然存在一定的局限

性。如图 1（a）所示，在进行有限元分析前，需要对几

何模型进行网格化处理，该过程通常利用拉格朗日插

值函数逼近原始几何模型，所得到的物理网格被用来

实现计算机辅助工程（Computer-Aided Engineering, 

CAE）的计算分析，但物理网格只是真实几何模型的

一种近似描述（称为逼近几何），存在一定的逼近误

差。此外，压电智能结构的分析方法还有无网格

法［31］、边界元法［32］和有限差分法［33］等，但存在分析模

型和几何模型不统一的问题。与之相比，等几何分析

（Isogeometric Analysis, IGA）方法［图 1（b）］将计算机

辅助设计（Computer-Aided Design, CAD）中的样条基

函数作为 CAE 分析中的形函数，使计算分析模型（物

理网格）和真实几何模型得到了统一的表达，具有几

何精确、精度高、高阶连续、无需传统网格划分过程等

优点［34］，非常适合分析薄壁板壳结构。

等几何分析方法在普通板壳结构的研究中已较

为成熟，这些研究工作为压电层合板壳结构的等几何

建模与分析奠定了基础。目前，已有部分研究者将等

几何分析方法应用于压电层合结构的建模与分析中。

基于高阶剪切变形理论，NGUYEN-QUANG 等［35-37］针

对集成压电层的碳纳米管/石墨烯增强功能梯度板的

静力学、动力学响应和非线性主动振动控制问题进行

了研究。LIU等［38-39］利用简化的一阶剪切变形理论和

三阶剪切变形理论构建了压电层合板的几何非线性

和双重非线性等几何模型，并详细分析了结构的非线

性频率、静力学和动力学响应。利用精化高阶剪切变

形理论，张欣宇等［40］研究了压电功能梯度夹芯板结构

的主动振动控制。由此可以看出，当前有关压电层合

结构的等几何建模及分析的研究主要集中在板结构，

而针对压电层合壳结构的研究则非常有限。但正是

在含有曲线或曲面的复杂结构中，才能体现等几何分

析方法几何精确这一优势。因此，本文基于等几何分

析方法和一阶剪切变形理论，建立压电层合壳结构的

精确分析模型，并利用该模型研究压电层合壳结构在

机-电载荷作用下的静态响应和动态响应。

1　压电层合壳结构的等几何分析模型

1. 1　位移场

一阶剪切变形理论也称为Reissner-Mindlin理论，

Reissner-Mindlin 壳单元是一种考虑横向剪切变形的

退化壳单元，即不再采用三维建模方式建立壳单元，

而只对壳的中面进行二维建模，并结合中面法线对位

移场进行重构还原。如图 2所示，定义 3种坐标系：全

局坐标系Oxyz，局部坐标系O'x'y'z'和控制点 I处的节

点坐标系OI 0V I1 0V I2 0V I
n。其中，局部坐标系O'x'y'z'用于

定义局部坐标系中的应力和应变，节点坐标系

OI 0V I1 0V I2 0V I
n用于定义控制点的转动自由度βx和βy。

壳体内的任意一点可由中面上的点沿该点处的

法向量平移得到。因此，壳单元内任意一点的坐标在

全局坐标系中可表示为

（a）有限元法

（b）等几何分析方法

图1　有限元法与等几何分析方法的网格对比

Fig. 1　Comparison of meshes of finite element method and 

isogeometric analysis method

图2　Reissner-Mindlin壳单元

Fig. 2　Reissner-Mindlin shell element
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x ( ξ，η，ζ ) = ∑
I = 1

m' × n'
RI ( ξ，η )P I + h

2 ζ ∑
I = 1

m' × n'
RI ( ξ，η ) l'V I

n （1）

式中，ξ、η分别为长度、宽度方向上的参数坐标；

RI ( ξ，η ) 和P I分别为第 I个控制点的NURBS基函数和

坐标；m' × n'为单元内的控制点数；h为壳体的厚度；ζ

为厚度方向上的参数坐标，ζ ∈ [-1，1]；l'V I
n为控制点 I

处的单位法向量，其中，l'用于表示单元的位形，l' = 0
表示初始构型；l' = 1表示最终构型。

单元位移 u ( ξ，η，ζ ) 可通过最终构型与初始构型

的坐标差表示，即

u ( ξ，η，ζ ) = ∑
I = 1

m' × n'
RI ( ξ，η )u I + h

2 ζ ∑
I = 1

m' × n'
RI ( ξ，η )V Iin （2）

式中，u = { u，v，w }T；u I = { uI，vI，wI}
T为控制点 I上的平

动位移；V Iin为方向余弦增量。

方向余弦增量V Iin 可通过 0V Iin 在控制点 I处的转动

表示。如图3所示，定义 0V I1 和 0V I2 为垂直于 0V Iin的两个

单位向量，βxI和βyI分别表示节点坐标系下 0V Iin绕 0V I1 和
0V I2的转角。在小转动条件下，βxI和βyI都是小量，因此

V Iin = - 0V I2 βxI + 0V I1 βyI （3）

其中，

0V I1 = ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

0V I1x
0V I1y
0V I1z

= j × 0V Iin
 j × 0V Iin 2

（4a）

0V I2 = ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

0V I2x
0V I2y
0V I2z

= 0V I1 × 0V Iin
 0V I1 × 0V Iin 2

（4b）

式中，j为 y轴方向上的单位矢量。对于 0V Iin平行于 y轴

的特殊情况，可定义 0V Iin = k，其中，k为 z 轴方向上的

单位矢量。

将式（3）代入式（2），得到最终壳单元的位移场为

u = ∑
I = 1

m' × n'
RI [ u I + h

2 ζ (- 0V I2 βxI + 0V I1 βyI ) ] （5）

其矩阵形式为

u = ∑
I = 1

m' × n'é
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úRI 0 0 -R̄I
0V I2x R̄I
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0 RI 0 -R̄I
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0 0 RI -R̄I
0V I2z R̄I

0V I1z
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uI
vI
wI

βxI
βyI

=

∑
I = 1

m' × n'
R̄ Id I = R̄d （6）

式中，R̄I = h
2 ζRI；d I 为第 I个控制点处的自由度；d

为单元上的位移矢量，d = [ d T1   ⋯  d T
I   ⋯  d T

m × n ]T；R̄ =
[ R̄1  ⋯  R̄ I  ⋯  R̄m × n ]。
1. 2　应变场

压电层合壳体应变-位移关系表示为

ε = [ εxx εyy εzz γxy γyz γzx ]T =
[ ∂u

∂x
∂v
∂y

∂w
∂z

∂u
∂y + ∂v

∂x
∂w
∂y + ∂v

∂z
∂w
∂x + ∂u

∂z ]T

（7）

将式（6）代入式（7）可得

ε = ∑
I = 1

m' × n'
B Id I = Bd （8）

式中，

B = [ B1  ⋯  B I  ⋯  Bm × n ] （9）

其中，

B I =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úRI，x 0 0 -R̄I，x
0V I2x R̄I，x

0V I1x
0 RI，y 0 -R̄I，y

0V I2y R̄I，x
0V I1y

0 0 RI，z -R̄I，z
0V I2z R̄I，x

0V I1z
RI，y RI，x 0 -R̄I，y

0V I2x - R̄I，x
0V I2y R̄I，y

0V I1x + R̄I，x
0V I1y

0 RI，z RI，y -R̄I，z
0V I2y - R̄I，y

0V I2z R̄I，z
0V I1y + R̄I，y

0V I1z
RI，z 0 RI，x -R̄I，z

0V I2x - R̄I，x
0V I2z R̄I，z

0V I1x + R̄I，x
0V I1z

（10）

式中，下标“，x”“，y”“，z”分别表示对 x、y、z求偏导数；

R̄I，x = h
2 ( ζ，xRI + ζRI，x )；其余偏导数的表达式类似。

求解基函数RI和参数坐标 ζ对坐标 x、y、z的导数，

需要计算参数域与物理域之间变换的雅可比矩阵 J，

其表示为

J =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úx ,ξ y ,ξ z ,ξ
x ,η y ,η z ,η
x ,ζ y ,ζ z ,ζ

（11）

式中，下标“，ξ”“，η”“，ζ”分别表示对 ξ、η、ζ求偏导数。

1. 3　本构关系

压电弹性连续体在全局坐标系下的压电本构方

程为

图3　第 I个控制点处的转角

Fig. 3　Rotation angle at the I-th control point
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σ = Qε - eTE
D = eε + gE

（12）

式中，σ和 ε分别为应力和应变；Q为全局弹性系数矩

阵；e为压电应变系数矩阵；D为电位移矢量；g为介电

系数矩阵；E为电场矢量。

为引入壳体理论中沿法线方向正应力为零的假

设，应在以法向为轴的局部坐标系中计算应变和应

力。在局部坐标系下，压电材料的应力可表示为

σ' = Q'ε' - e'TE （13）

式中，上标“'”表示局部坐标系下的相应物理量。

本文采用沿厚度方向极化的压电陶瓷材料，因

此，电场矢量E可以表示为

E = {0 0 Ez}
T = {0 0 -1/hp }

Tϕ = Βϕϕ（14）

式中，ϕ为压电材料厚度方向上所施加的电压；hp 为压

电材料的厚度。

对于纤维增强的正交各向异性材料，局部弹性系

数矩阵Q'和压电应变系数矩阵 e'可分别表示为

Q' = T1Q̂T T1，e' = êT T1 （15）

式中，

T1 =
é
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ê
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ê
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ù
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ú

ú
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ú
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ú
c2 s2 0 -2sc 0 0
s2 c2 0 2sc 0 0
0 0 1 0 0 0
sc -sc 0 c2 - s2 0 0
0 0 0 0 c s
0 0 0 0 -s c

（16）
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（17）
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úQ̂11 Q̂12 0 0 0 0
Q̂21 Q̂22 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 Q̂66 0 0
0 0 0 0 Q̂44 0
0 0 0 0 0 Q̂55

（18）

式中，c = cos θ，s = sin θ，其中，θ为纤维角度。Q̂中各

非零元素的表达式为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Q̂11 = Y11 - ν12ν21
，Q̂12 = ν12Y21 - ν12ν21

Q̂21 = ν21Y11 - ν12ν21
，Q̂22 = Y21 - ν12ν21

Q̂66 = G12，Q̂44 = kG23，Q̂55 = kG13

（19）

式中，Y1、Y2 为弹性模量；G12、G23、G13 为剪切模量；ν12、

ν21为泊松比；k为剪切修正系数，k = 1. 2。
由于只考虑厚度方向的电场，忽略 ê24 和 ê15 的作

用，ê31和 ê32可分别表示为

ê31 = d'31Q̂11 + d'32Q̂12，ê32 = d'31Q̂12 + d'32Q̂22 （20）

式中，d'31、d'32为压电应变系数。

全局坐标系下位移的偏导数与局部坐标系下位

移的偏导数之间的关系为

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úu'，x v'，x w'，x
u'，y v'，y w'，y
u'，z v'，z w'，z

= PT
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úu，x v，x w，x

u，y v，y w，y

u，z v，z w，z

P （21）

式中，P = [ t1 t2 n ]为全局坐标系和局部坐标系之

间的转换矩阵，其中，
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根据式（21），可以得到应力、应变在局部坐标系

与全局坐标系的转换关系，表示为

σ' = Tshσ， ε' = Tshε （23）

式中，矩阵Tsh可表示为

Tsh =
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l21 m21 n21 l1m1 m1n1 n1 l1
l22 m22 n22 l2m2 m2n2 n2 l2
l23 m23 n23 l3m3 m3n3 n3 l3

2l1 l2 2m1m2 2n1n2 l1m2 + l2m1 m1n2 + m2n1 n1 l2 + n2 l1
2l2 l3 2m2m3 2n2n3 l2m3 + l3m2 m2n3 + m3n2 n2 l3 + n3 l2
2l3 l1 2m3m1 2n3n1 l3m1 + l1m3 m3n1 + m1n3 n3 l1 + n1 l3

（24）

将式（23）代入式（12）、式（13）后，全局弹性系数

矩阵Q和压电应变系数矩阵 e可分别表示为

Q = T TshQ'Tsh，e = e'Tsh （25）

1. 4　控制方程

压电层合壳结构控制方程的推导可利用哈密顿

变分原理。哈密顿变分原理的表达式为

δ ∫
t1

t2
Ldt = δ ∫

t1

t2(T - U + Wext )dt = 0 （26）

式中，δ 为变分符号；t为积分时间；t1 和 t2 分别为时间

轴上的某2个时刻；L为总能量，包括动能T、势能U、外
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力所做的功Wext。T、U、Wext的表达式分别为

T = 1
2 ∫

V
ρu̇Tu̇dV （27）

U = 1
2 ∫

V
(δεTσ - δΕTD )dV （28）

Wext = ∫
Ω
δuT fsdΩ + ∑δuT fc + ∫

V
δuT fbdV -

∫
Ω
δϕTqsdΩ - ∑δϕTqc （29）

式中，ρ为材料的密度；V为积分体积；Ω为积分面积；

fs、fc 和 fb 分别为机械面力、集中力和体力；qs 和 qc 分别

为面电荷和集中电荷。

动能的变分可表示为

δT = ∫
V
ρu̇Tu̇dV = -∫

V
ρδuTüdV = -δdT∫

V
ρR̄T R̄dVd̈（30）

势能的变分可表示为

δU = ∫
V
(δεTσ - δΕTD)dV =

∫
V
(δεTQε - δεTeTΕ - δΕTeε - δΕTgE )dV =

δU1 + δU2 + δU3 + δU4 （31）

其中，

δU1 = ∫
V
δεTQεddV （32）

δU2 = -∫
V
δεTeTΕdV （33）

δU3 = -∫
V
δΕTeεdV （34）

δU4 = -∫
V
δΕTgEdV （35）

将式（8）、式（14）代入式（32）~式（35），可得

δU1 = ∫
V
δdTBTQBddV （36）

δU2 = -∫
V
δdTBTeTΒϕϕdV （37）

δU3 = -∫
V
δϕTBT

ϕeBddV （38）

δU4 = -∫
V
δϕTBT

ϕ gΒϕϕdV （39）

再将式（27）~式（29）代入式（26），得到

-δdT∫
V
ρR̄T R̄dVd̈ - δdT∫

V
BTQBdVd +

δdT∫
V
BTeTΒϕdVϕ + δϕT∫

V
BT

ϕeBdVd +
δϕT∫

V
BT

ϕ gΒϕdVϕ + δdT∫
Ω
R̄T fsdΩ + δdT∑R̄T fc +

δdT∫
V
R̄T fbdV - δϕT∫

Ω
qsdΩ - δϕT∑qc = 0 （40）

分别整理包含 δdT和 δϕT的项，并对单元进行组装

后，得到结构的控制方程为

Muud̈ + Kuud + Kuϕϕ = Fu （41）

Kϕud + Kϕϕϕ = Gϕ （42）

式中，

Muu = ∫
V
ρR̄T R̄dV （43）

Kuu = ∫
V
BTQBdV （44）

Kuϕ = ∫
V
BTeTΒϕdV （45）

Kϕu = ∫
V
BT

ϕeBdV （46）

Kϕϕ = ∫
V
BT

ϕ gΒϕdV （47）

Fu = ∫
Ω
R̄T fsdΩ + ∑R̄T fc + ∫

V
R̄T fbdV （48）

Gϕ = -∫
Ω
qsdΩ - ∑qc （49）

2　数值算例

首先，通过经典壳体问题验证本文等几何模型的

准确性和有效性，并比较本文模型和有限元模型的分

析结果；其次，利用模型分析压电层合壳结构的静态响

应和动态响应，其中动态响应采用Newmark直接积分

法求解。若无特殊说明，压电壳体的主体结构材料为

石墨环氧复合材料 T300/976，压电材料为 G1195型压

电陶瓷，具体的材料参数如表1所示。

2. 1　经典问题分析

2. 1. 1 简支圆柱壳

如图 4所示，前、后两端简支圆柱壳的尺寸和材料

参数为：半径 R = 3 m，长度 L = 6 m，厚度 h = 0.03 m，

弹 性 模 量 Y = 30 GPa，泊 松 比 ν = 0.3。 圆 柱 壳 上

( x，y，z ) = (0，L/2，R ) 和 ( x，y，z ) = (0，L/2，-R ) 处受到指

向截面圆心的集中力F = 1 N的作用。由于模型具有

对称性，取模型的 1/8进行计算。采用网格数量为 20×

20（径向网格数量为 20，轴向网格数量为 20）的 4次非

均 匀 有 理 B 样 条（Non-Uniform Rational B-Splines, 

NURBS）单元进行计算，得到A点在 z方向上的线性位

表1　材料参数

Tab. 1　Material parameters

材料参数

弹性模量Y1/GPa

弹性模量Y2/GPa

剪切模量G12/GPa

剪切模量G23/GPa

剪切模量G13/GPa

泊松比 ν12

泊松比 ν21

压电应变系数d'31/（m/V）

压电应变系数d'32/（m/V）

介电系数λ33/（m/V）

密度 ρ/（kg/m3）

T300/976

150

9

7.1

2.5

7.1

0.3

0.3

—

—

—

1 600

G1195

63

63

24.2

24.2

24.2

0.3

0.3

-2.54×10-10

-2.54×10-10

1.50×10-8

7 600
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移为-1.852 6 × 10-7 m，与参考解-1.854 1×10-7 m［41］非

常接近，两者偏差仅 0. 08%。图 5 所示为不同控制点

（节点）数量下计算结果的收敛情况，其中，p、q为等几

何分析模型的阶次，下同。由图 5 可知，NURBS 基函

数阶次的增加可以提高计算结果的收敛速度。3 次

NURBS 基函数下，当控制点（节点）的数量大于 300

时，本文模型计算结果的精度已经优于采用 Abaqus 

S8R单元的计算结果的精度。4次NURBS基函数下，

模型的计算收敛速度远高于 Abaqus S8R 单元。图 6

所示为简支圆柱壳在 z方向上的变形情况。由图 6可

知，本文中 4次NURBS单元（网格数量为 20×20）的仿

真结果与 Abaqus S8R 单元（网格数量为 24×24）的仿

真结果基本一致。

2. 1. 2 开口球壳

如图 7 所示，顶部开口球壳的几何尺寸和材料参

数为：半径R = 10 m，厚度 h = 0.04 m，角度φ = 18°，弹
性模量 Y = 6.825 × 107 Pa，泊松比 ν = 0.3。球壳受到

两对大小相等且方向相互垂直的集中载荷F = 2 N的

作用。根据对称性，取球壳的 1/4 进行计算。以文献

［42］的结果 0. 094 0 m作为参考解，图 8所示为不同控

制点（节点）下本文模型的计算结果。由图8可知，相比

于Abaqus S8R单元，本文采用的 3次和 4次NURBS单

元具有更好的收敛性。图 9所示为网格数量为 16×16

的网格下，开口球壳A点处在 x方向上的变形情况。

图7　开孔球壳

Fig. 7　Spherical shell with a hole

图8　开口球壳计算的收敛情况

Fig. 8　Convergence of calculations for the open spherical shell

图4　简支圆柱壳

Fig. 4　Simply supported cylindrical shell

图5　简支圆柱壳计算的收敛情况

Fig. 5　Convergence of calculations for the simply supported 

cylindrical shell

（a） 4次NURBS单元

（b） Abaqus S8R单元

图6　简支圆柱壳在 z方向上的位移云图

Fig. 6　Deformation contour plots of the simply supported cylindrical 

shell in the z-direction
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（a） 3次NURBS单元

（b） Abaqus S8R单元

图9　开口球壳在 x方向上的位移云图

Fig. 9　Displacemnet contour plots of the spherical shell with a hole 

in the x-direction

2. 1. 3 固支圆柱面板

如图10所示，固支圆柱面板的两直边固定，两圆弧

边自由，半径R = 12 in，长度 L = 11 in（1 in=2. 54 cm），

角度φ = 0.5 rad。面板由 8层正交各向异性材料构成，

每层的厚度为 0. 005 in，总厚度为 0. 04 in，纤维角度为

［0°/90°/0°/90°］s，其中，下标 s表示纤维角度对称分布。

材料参数为：弹性模量 Y1 = 141 GPa、Y2 = 28.2 GPa，剪
切模量G12 = G13 = 17.5 GPa、G23 = 8.75 GPa，泊松比 ν =
0.313。假设面板中心受到集中载荷 F = 160 N 的作

用，取模型的 1/4进行计算，并以 Abaqus S8R 单元（网

格数量为 100×100）的仿真结果-0. 276 8 in 作为精确

解。图 11 所示为固支圆柱面板计算的收敛情况。

图 11 可知，当控制点数量大于 250 时，本文模型的计

算精度已优于Abaqus S8R单元的计算精度。

2. 2　压电层合壳结构分析

2. 2. 1 悬臂压电层合曲壳

如图 12 所示，悬臂曲壳中性面处的半径为 R，长

度 a和弧长 b均为 254 mm。主体结构（中间层）由 6层

厚度为 0. 138 mm的T300/976构成，主体结构上、下表

面覆盖有 2 层极化方向相反、厚度为 0. 254 mm 的

G1195 型压电陶瓷。结构的纤维角度为［P/30°/30°/

0°］s，其中，P代表压电层。采用3次NURBS单元（网格

数量为 16×16）进行计算，图 13所示为上、下压电层在

100 V电压的作用下，半径R的值对壳体中心线末端 2

位置处的弯曲挠度w2 /b（无量纲）和末端的扭转量 (w3 -
w1 )/b（无量纲）的影响。由图 13可知，半径R对结构挠

度的影响较大，但对扭转变形的影响较小。此外，本文

建立的等几何模型的分析结果与 KIOUA 等［21］476-484的

Ritz法的分析结果、LEE等［43］355-362的有限元法的分析结

果非常接近。

2. 2. 2 悬臂半圆柱压电层合壳

1）算例1：电压作用下壳体的静态响应

如图 14 所示，半圆柱压电层合壳体的尺寸为：半

径R = 100 mm，宽度W=62. 8 mm。主体结构由 2层厚

度为 0. 12 mm的T300/976型材料组成，压电层的厚度

为 0. 24 mm。结构的纤维角度为［P/45°/-45°/P］（由内

到外）。图15所示为在160 V输入电压作用下上、下压

图12　悬臂曲壳

Fig. 12　Cantilevered curved shell

图10　固支圆柱面板

Fig. 10　Clamped cylindrical panel

图11　固支圆柱面板计算的收敛情况

Fig.  11　Convergence of calculations for the clamped cylindrical 

panel
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电层的线性径向位移w r /b（无量纲）、切向位移w t /b（无

量纲）与文献［28］239-249的对比。由图 15 可知，两者吻

合较好。

2）算例 2：机械载荷下壳体的静态响应和受迫

振动

如图 16 所示，半圆柱压电层合壳体中性面处的

半径为 318. 31 mm，宽度为 50. 8 mm，主体结构（中间

层）的材料为各向同性材料，厚度 hc=5. 842 mm，压电

层厚度 hp=0. 254 mm，材料参数如表 2 所示。假设结

构末端中心处受到载荷的作用，图 17所示为当载荷由

0 N 增至 200 N 的过程中壳体中心线末端的静态响

应。图 18 所示为壳体在阶跃载荷 F = 50 N 作用下的

受迫振动响应。本算例中，用于动力学计算的时间步

长为1 ms。

3）算例 3：机械载荷下壳体的静态响应和自由

振动

在不改变结构尺寸的基础上，将图 16所示的悬臂

半圆柱压电层合壳体的主体结构的材料改为 4层等厚

度的 T300/976 型材料，结构的纤维角度为［P/45°/

-45°］s。图 19 所示为载荷从 0 N 增至 200 N 的过程中

结构的位移变化。假设壳体在初始时受到 40 N 大小

的载荷的作用，产生初始位移，图 20所示为卸载后由

初始位移引起的结构的自由振动响应。本算例中，用

图17　壳体中心线末端的静态响应（算例2）

Fig. 17　Static response at the end of the shell midline（example 2）

图15　电压作用下壳体的静态响应

Fig. 15　Static response of the shell under voltage

图14　半圆柱压电层合壳（算例1）

Fig. 14　Semi-cylindrical piezoelectric laminated shell（example 1）

图13　电压驱动下悬臂壳体末端的弯曲和扭转

Fig. 13　Bending and torsion at the tip of a cantilever shell under 

voltage actuation

表2　半圆柱压电层合壳材料参数

Tab. 2　Material parameters of semi-cylindrical piezoelectric 

laminated shell

材料参数

弹性模量/GPa

泊松比

压电应变系数d31/（m/V）

压电应变系数d32/（m/V）

介电系数λ33/（m/V）

密度/（kg/m3）

主体结构

68.95

0.3

—

—

—

7 750

压电陶瓷

63

0.3

-1.79×10-10

-1.79×10-10

1.65×10-10

7 750

图16　半圆柱压电层合壳（算例2）

Fig. 16　Semi-cylindrical piezoelectric laminated shell（example 2）
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于动力学计算的时间步长为0. 05 ms。

由上面 3个悬臂半圆柱压电层合壳体算例的分析

结果可知，本文建立的等几何分析模型的计算结果较

为准确，与文献［27］345-357、［28］239-249的有限元分析结果

非常吻合。

2. 2. 3 两边简支的半圆柱压电层合壳

如图 21 所示，压电层合壳体的半径 R = 100 mm，

宽度W = 60 mm。壳体的两直边的边界条件为简支，

另外两圆弧边自由，主体结构由 6 层厚度为 0. 12 mm

的 T300/976 材料构成，压电层的厚度为 0. 24 mm，结

构的纤维角度为［P/45°/-45°/0°］s。假设沿壳体的宽度

线受到垂直向下均布线载荷 qL 的作用。图 22所示为

线载荷 qL = -2 N mm作用下壳体的位移，图 23所示为

线载荷作用下壳体沿 z方向的位移。由图 22、图 23可

知，本文中 3 次 NURBS 单元（网格数量为 4×26）的分

析结果与 Abaqus软件中 S8R单元（网格数量为 8×20）

的计算结果非常接近。

（a） 3次NURBS单元

图21　两边简支的半圆柱压电层合壳

Fig. 21　Semi-cylindrical piezoelectric laminated shell with simply 

supported edges on both sides

图22　线载荷作用下壳体的位移

Fig. 22　Displacement of the shell under a linear load

图18　阶跃载荷作用下壳体中心线末端的受迫振动响应

Fig. 18　Forced vibration response at the end of the shell midline 

under a step load

图19　壳体中心线末端的静态响应（算例3）

Fig. 19　Static response at the end of the shell midline（example 3）

图20　由初始位移引起的壳体自由振动响应

Fig. 20　Free vibration response of the shell induced by initial 

displacement
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（b） Abaqus S8R单元

图23　线载荷作用下壳体在 z方向上的位移云图

Fig. 23　Displacement contour plots of the shell in the z-direction 

under a linear load

3　结论

相较于传统有限元法，等几何分析方法具有几何

精确、精度高、高阶连续、无需传统网格的划分过程等

优点，非常适用于分析含有曲线或曲面的壳结构。本

文基于等几何分析方法，采用一阶剪切变形理论和哈

密顿变分原理建立了压电层合壳结构的等几何分析

模型。通过对经典问题的计算分析，验证了本文模型

的有效性和精确性，并进一步分析了不同载荷下压电

层合壳体结构的静态响应和动态响应问题。得出以

下主要结论：

1）NURBS基函数阶次的增加可以提高计算结果

的收敛速度。

2）相比Abaqus软件S8R单元的计算结果，等几何

分析模型的计算结果的收敛速度更快、精度更高。

虽然本文采用等几何分析方法实现了压电层合

壳结构的建模与分析，但在形函数上仅采用了传统的

NURBS基函数。NURBS基函数采用张量积的形式，

使其无法局部细化网格，在很大程度上限制了等几何

分析方法在实际工业领域中的应用。因此，近年来，

在等几何分析方法中，具有局部细化功能的 T样条函

数［44］、分层 T 网格多项式样条函数［45］、层次 B 样条函

数［46］相继被提出，这也是后续研究的一个重要方向。
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Isogeometric modeling and analysis of piezoelectric laminated shells

LIU Tao1 XU Wenxiang1 JIANG Yafen2 HU Xiaolei1 ZHANG Shunqi3

(1. School of Mechanical Engineering, Anhui University of Technology, Ma’anshan 243032, China)

[2. College of Innovation and Entrepreneurship (College of Engineers), Engineering Training Center, Anhui University of Technology, 

Ma’anshan 243032, China]

(3. School of Mechatronic Engineering and Automation, Shanghai University, Shanghai 200444, China)

Abstract: [Objective] The traditional finite element method suffers from geometric inaccuracy and low element order 

during modeling, which introduces approximation errors when dealing with complex geometric models with curves or curved 

surfaces. In contrast, the isogeometric analysis method employs the non-uniform rational B-splines (NURBS) basis functions 

as shape functions and offers advantages such as exact geometry representation, high-order continuity, high accuracy, and 

elimination of the traditional meshing process. Therefore, an isogeometric analysis model capable of accurately predicting the 

electromechanical behavior of piezoelectric laminated shell structures is to be proposed based on the isogeometric analysis 

method and the first-order shear deformation theory, and the corresponding analysis is to be carried out. [Methods] Firstly, the 

displacement discretization equations of the Reissner-Mindlin shell element were derived using NURBS basis functions. 

Secondly, considering the fiber orientation of the material, the transformation relation of the piezoelectric constitutive 

equations from the local coordinate system to the global coordinate system was established, and the isogeometric analysis 

model of piezoelectric laminated shells was constructed via Hamilton’s variational principle. Thirdly, the established 

isogeometric analysis model was used to analyze classical shell problems, the results of  isogeometric analysis model were 

compared with results in the existing literature and simulation results of finite element software, and the accuracy and 

efficiency of the model were verified. Finally, the static and dynamic responses of piezoelectric laminated shells under 

electromechanical loading were investigated. [Results] Numerical results demonstrate that the established isogeometric 

analysis model for piezoelectric laminated shells achieves high computational accuracy and is simultaneously applicable to the 

analysis of structures such as conventional single-layer shells, laminated shells, and piezoelectric laminated shells.

Key words: Isogeometric analysis; First-order shear deformation theory; Piezoelectric laminated shell; Static response; 

Dynamic response
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